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1. Equations de Maxwell — Equation d'onde
1.1 Eqg. de Maxwell dans le vide en dehors des charg es et courants

Les équations de Maxwell dans le vide :

divE = 7 rotE = _G_B
& ot

divB =0 rotB = [,J + €, %—If

En dehors des charges et des courants : 0 =0 et J=0

divE =0 rotE = —a—B
ot
divB =0 rotB = 1€, %—f

Les sources du champ E.M. n’apparaissent pas dans les équations de Maxwell.



1.2 Equations de propagation

* Champ électrique : rotE = —%—lf ‘:> AE - 1,8, %zf =0
e Champ magnétique : rotB = ,uofog—f ‘:> AB - ,UOSO?;—E =0
* Les Potentiels :
div;l+%%—lt/=0 = AV—%%—Z/=O et M—%‘ZIE:O

(jauge de Lorentz)

Les 2 champs et les potentiels obéissent donc a une équation de la forme :

—_ 2_'
nf-LOF -
c? or?

11 s'agit de 1'équation d'onde (ou équation de d'Alembert : F)
Exprime une relation entre variation spatiale et temporelle de la variable
La fonction F est une onde qui se propage 4 la vitesse c.

Les 2 équations en E et B montrent donc que le champ électromagnétique se
manifeste sous la forme d'une onde qui se propage dans le vide a la vitesse :

=L (2299792 458 m/s)

C p—
o,

Cette équation possede une infinité de solutions — conditions aux limites




1.3 Les potentiels

* potentiel scalaire:

E= —gradV —Z—A

t — |ar+ %diw] =0
divE = —div(gradV) —%diw?l =0

sachant que : div (gradV) = AV

e potentiel vecteur

B =rotd = rotB =rot(rotd) = graddivA - AA

_ = _10E (1 o) _10°4
or rotB=——=-grad| —— |——
c? Ot c? 0t ) c*or
- 1024 _ = 1oV
— AA—; o —gmd(dlvA +;Ej

V' défini a une Cste pres
A défini a un gradient prés: = il existe une infinité de couple (¥, A) solution
Ceci autorise une condition supplémentaire sur les potentiels — choix de jauge

jauge de Lorentz : on impose : divA + 107 =0
c* Ot
1 oV - 104
ient : |[AV ———=0 et A —— =0
on obtient : = o1 = op

Les potentiels obéissent a la méme équation d'onde que les champs

* Cette équation possede une infinité de solutions — conditions aux limites
— symétrie du probleme



1.4 Solutions de I'éguation d'onde

— Solution :On montre que la solution d’une telle équation s’écrit :
F=ft-")+a(t+"
F=f@-1/)+g+1)

ou F= f(r —ct)+g(r+ct) avecr (x, y, z)

— Signification : 2 couples (7, t;) et (75, t;) donneront la méme solution ssi :

r,-ct, = 1,-ct r=r
1 1 2 2 — Cziz 1
r, tcect, =r tct, t,—t

* [l y a donc propagation d’un phénomene a la vitesse ¢

* fet g sont des ondes progressives se propageant en sens inverses :

f: T’onde s’¢loigne de la source (vers les r croissants)
g : I’onde se rapproche de la source (vers les r décroissants)

9
Dans le cas général, F est la somme de 2 ondes se propageant en sens inverses.

— Remarques : opposition : onde progressive — onde stationnaire

Les ondes progressives sont décrites par des fonctions du type :
fo (t, M)=A M) . f(t, r(M))

Les ondes stationnaires sont décrites par des fonctions du type :
f,=AM).1f(t)

Les fonctions d'espace et de temps sont dissociées



1.5 Ondes planes et sphériques

1.5.1 L' onde plane

Soit 1 direction Ou quelconque définie par :
e,=qe + e, +ye,

Soit un point M repéré par :
F=xe +ye +ze

Si H est la proj. de M suivant €, on note :

u=O_H=éu.17=a'x+,8y+yz

Lorsque le champ (£, B) ne dépend que de u 'onde est dite plane.
En effet, le champ (E,B) a la méme valeur en tout point du plan X
EM,)=E(u,t) et  B(M,t)=B(u,t)
2, plan perpendiculaire a la direction Ou, est appelé plan d'onde

L’équation d’onde devient :

O*F(ut) 1 0°F _ 0
Oou? c? 0r?
solution du type : F=/f(@t- %) +g(t+H4 c)

D'un point de vue pratique on essaie de faire coincider la direction Ou avec un
des axes du repere. Par exemple si Ou = Oz on obtient des solutions du type :

F=f-7)+8t+7)

et le plan d'onde est // au plan Oxy



Le concept d"onde plane" est simple mais représente toujours une
approximation car il n'est valable que dans un espace limité

1.5.2 L'onde sphérique

Concept plus réaliste — émission EM d'une source ponctuelle

Une onde est dite "sphérique" si les composantes du champ en tout point de
l'espace ne dépendent que de la distance 7 de ce point a la source

. 1 0°F
L'équation d'onde s'écrit : |AF ————=0
c* Ot
. 1 o2 | 7 oV 1 V¥
En coordonnées sphériques : AW =——— (. W) + (sin@—-) +

r o r2sin 6 90 8’ " r2sin28 ¢

ldz(r.F) +i0nF 0

ro 0% c? Or?

o"z(r.ﬁ)+ 1 0%(rF) _ 0
0%r ¢z or?

= solution de la forme : rﬁ=f(t—’”c)+§(t+%)
= 1 - 1
. - - r _ o r
= et donc : F rf(t A)+rg(t+4)

C'est-a-dire la somme de 2 fonctions, une divergente et une convergente
L'onde sphérique se déforme puisqu'elle s'atténue avec .



1.6 Propriétés des ondes planes progressives (OPPEM )

Considérons Oz comme direction de propagation
Considérons la solution correspondant a la progression vers les z croissants
Considérons le changement de variable suivant : v =2z — ¢t

Soit E(v) le module du champ E(v) et E,, E, et E. ses composantes

0E _O0E dv _OE aE_aEav__Ca_E
0z Ovoz Ov ot Ov ot ov
Idem pour le champ B(v)

Remarquons que :

e Premiére propriété

- oE
divE =0 6Ex+ y+aEZ=O = aEZ=O E =0
ox 0dy Oz 0z
. 0B
divB =0 an+ y+aBZ:O = aBZzO B.=0
Ox Ody Oz 0z

= FE et B sont dans le plan | _a la dir. de propagation —— Onde transverse
(a opposer aux ondes longitudinales)
* Deuxiéme propriété

. . _-_ OB
On utilise la relation : |rotE = —E
0 o 0 _. _ =~ _ OB
or rot. - O0.=—(e, U.)=—(e 1) = —(e, UE)=c—
0z v v v
_ ¢ 0E
(pas de cste d'intégration, = B= c
une cste ne se propage pas)
= B | FE (e,, E et Btriédre direct)

Dans le cas général, pour une propagation suivant un vecteur unitaire 7 cette
relation devient :

o

n U
c

B=

et porte le nom de relation de structure de I'onde plane progressive

e Troisiéme propriété

o

Le calcul précédent nous montre que : ‘E‘ =

|

Remarquons que ‘E‘ << ‘E ‘



2. Ondes planes monochromatiques
2.1 Définitions

Considérons uniquement la solution d'onde se propageant vers les » croissants.

Une onde plane monochromatique est telle que ses champs ont la forme :

F=chos(aXt—£)+¢) ou F=chos(a)t—/€17)+¢)
c

ou F,: estl'amplitude du champ de coordonees F, F, F,
est la pulsation (rds/s)

est le vecteur d'onde de coordonnées : k, k, k_;

TE

=l _ W - . . .
notons : ‘k‘ =—|(enm") et k//F (direction de propagation)
c

: donne la position du pt ou est calculé le champ
et la direction de propagation (coordonnées x, y et z)
¢ : estla phase a I'origine des temps et de 1'espace

N

On appelle |P(7,t)=ax - ki + @| laphase del'onde en 7 al'instant ¢

2.1.1 Cas particulier :
si la propagation est suivant Oz le champ E s'exprime de la fagon suivante :

E =E cos(ax—kz+¢,)
E(z,t): E =E, cos(ak—kz+@,)
E. =0

2.1.2 Intérét des ondes planes monochromatiques
L' onde plane progressive monochromatique n'a pas de sens physique réel.

Son intérét vient du fait que la superposition de telles ondes correspond a des
solutions réalistes.
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2.2 Période et fréquence

2.2.1 Périodicité

Une telle onde fait apparaitre une double périodicité :

1 — période temporelle : |T = > période

évolution temporelle d'une grandeur en un point de 1'espace

: . 2m
2 — période spatiale : |4 = r longueur d'onde

¢tat de I'espace a un instant donné (photographie)

Lien entre les périodes :

2.2.2 Fréquences

On peut définir des fréquences a partir des périodes

!l w
* fréquence temporelle : ou v=—=—
q p S e
, . 1 k
* fréquence spatiale ou nombre d'onde : |0 =—=—
A 2

Ces fréquences permettent de classer les ondes électromagnétiques
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2.2.3 Classification des ondes monochromatiques

lor}gue.ur L L L 1 1 L L L L L L L L L L
donde € T T T T T —— T T 11 T 1
4 () m 1 1a g 1010 10
b ; o ;
B —
R E=N = ' = == 1
0= S - T~ = -~ A~ B B~
1 : ooy 8 ] o :m,: ] : = : =
wag g ' - =] 1 = 1 2
—_ =] & ' =1 L - I = 1 =
i B3 o= d=mio n =
S A
=l 1 w 1 = =N B 1
] ) ) [ | ] )
—— ————————+—+—— > fréquence
3107 3.10° 31 3104 3.1 310 3107 v (Hz)
Cas particulier des ondes hertziennes :
NOM f )\ Franchissement | Pénétration | Pénétration Réflexion Réfle:
d'obstacles d'obstacles dans l'eau en surface | ionosph
VLF VERY LOW 3 kHz| 100 km _
FREQUENCIES 30 kHz| 10 km
LF Low 30 kHz| 10 km i i
FREQUENCIES 300 kHz 1 km
MF MEDIUM 300 kHz 1 km _ _
FREQUENCIES | 3000 kHz| 100 m
HF HIGHT 3 MHz| 100 m _ _
FREQUENCIES 30 MHz 10 m
vHe| VERY HIGHT | 30 MHz[ 10 m i i i i
FREQUENCIES| 300 MHz 1m
UHF ULTRA HIGHT | 300 MHz| 100 cm _ _ _ _
FREQUENCIES | 3000 Mhz| 10 cm
sy | SUPER HIGHT | 3000 MHz| 10 cm i i i i
FREQUENCIES 30 GHz 1cm
EHF EXTREMELY 30 GHz| 10 mm _ _ _ _
HIGHT FREQ. 300 GHz| 1 mm
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2.2.4 Exemple :Onde plane monochromatique associée a un faisceau laser.

Un faisceau laser de longueur d’onde A émet une OPM polarisée rectilignement
qui se propage dans une direction Ox’ contenue dans le plan Oxy et faisant un
angle de 60° avec I’axe Ox. Le faisceau est polarisé rectilignement suivant Oz.

a) Ecrire les composantes du vecteur d’onde, du champ ¢électrique, du champ
magnétique et du vecteur de Poynting.

b) Calculer leur norme dans le cas d’un laser a Argon (A = 488nm) qui émet en
continu un faisceau cylindrique de section 1 mm? et de puissance moyenne 1W.
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2.3 Polarisations des ondes planes monochromatigues

polarisation — probléme de l'orientation des champs E et B

Considérons une onde plane monochromatique se propageant suivant Oz :

E =E cos(axX—kz—¢,) Y E
E(zt):|E,=E, cos(ak—kz—¢,) E T
E_=0 x | E,
0 z
M
B = Ty cos(ahk —kz—@,)
et §=62DE'By= "cos(ax —kz—@,)
c c
B.=0
2.3.1 Différents états de polarisation dans le plan d'onde
Par commodité on se place dans le planz= 0 :
— _ y
Ex _me COS(M ¢1)
Ey:EmyCOS(aI_¢2) /F E Ey*——— E i
Ds le plan Oxy, l'extrémité du champ E = 2Emy >
décrit une courbe inscrite ds un rectangle de i E, |
cOtés 2E,, et 2E,, i ; |

Différents cas se présentent :
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a) 1%cas : ,-¢;,=0 ou 1

E _E

les composantes oscillent en phase = i
Ey Emy
le champ garde une direction fixe = = polarisation rectiligne
Oy,

' |
I N
I AE
|
N el
| >
: /// me :
v !

les deux composantes en phase

b) 2°™ cas : d, - §; Z .7

Posons ¢ =@, - ¢, on peut écrire : E_=E _ cos(ax) E =E, cos(a=¢)

- Leccostan) = cos(anJeos(§)+ sin(@t sin(9)
= Sm(a)t)sm(¢):Ey —E—XCOS(¢)
= cos(ax)sin(@ )= gx sin(@)

mx

On ¢leve au carré les 2 expressions et on les ajoute :

[ng +[§’:yj _2[£;ij[2yJCOS(¢)=SinZ(¢)

I1 s'agit de 1'équation d'une ellipse — polarisation elliptique

Ox
V\:\
elliptique 1 Nelliptique
droite "7~ TTrTTTTT7 " gauche



15

¢) Remarques
e cas particulier : ¢, - ¢, = (2n+1).702 et E,x = Epy

Dans ce cas la polarisation est circulaire

Oy circulaire
—-== droite
I
4 circulaire gauche
I
i
1 Ox
I
I
I
* sens de rotation :
. OE, _
at=0 -  E,estmax et 3 =E,, sin(@)
t
t=0

le sens de rotation est donc donné par le signe de sin(¢)

* lumicre polarisée et lumicre naturelle

ds le domaine de fréquence du visible on donne le nom de vibration
lumineuse aux ondes ¢lectromagnétiques.

- la lumieére naturelle n'est pas polarisée

- elle peut se représenter par la somme de 2 ondes rectilignes | sans
relation de phase : @, - ¢, varie aléatoirement au cours du temps

- il est possible de polariser la lumiere naturelle :

0 soit en superposant a une autre onde polarisée — pol. partielle
0 soit a la traversée d'un systeme optique : polariseur
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2.3.2 Exercice
On considére le champ E défini par ses composantes :
E =0 E =E,, cos(kx - ax) E. =E, cos(kx —ax + @)
Préciser 1'état de polarisation dans les 6 cas suivants :
a) E,, =0
b) E,.=0
a)p=0
bydp=m
) B, =E, et ¢=T102

d) E,, =E,, et ¢ =102

elliptique gauche
=0 0<¢p<m ¢ =102 W2<$<T

AT A N

¢

S ~

h
\[/

) [

d=m n<¢ <3mw2 ¢ =312 3I2<¢<2n
elliptique droite
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2.4 Représentation complexe des ondes monochromatia ues

2.4.1 Ecriture complexe
Considérons 'OPPEM monochromatique suivante :

E =E, cos(kz—ax+¢,)
E(z,t): E,=E, cos(kz—ax+¢,)
E. =0

En utilisant les vecteurs de la base on obtient :
E=E, cos(kz —ax +@,)& +E, cos(kz—ax +§,).2,
Soit encore en utilisant la notation complexe :

—

_ i(kz—ax+,) = i(kz—ex+¢,)—=
E= Re{ E, e Ve tEje ’ ey}

. o ri(kz—arx) o— g, > g, =
ou encore : E= Re{ Ee } avec E, —{EOxe e tE e Z.ey}

En résumé, E est la partie réelle d'un vecteur complexe E

E= Re{ E} avec E=E"™

2.4.2 Notation complexe et opérateurs différentiels
Tout I'intérét de la notation complexe vient de la simplicité des transformations :

ot ot Ox *
on va plut6t choisir : 9k —IWE et 9 . ik E
ot Ox
Et pour les opérateurs : divE = i#.E; rotE = ik OE: AE = —k*E

Ces identités ne sont valables que pour des OPPEM monochromatiques
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2.4.3 Notations complexes et Equations de Maxwell

Pour illustrer écrivons en notations complexes les Equations de Maxwell dans
le vide et en dehors des charges et des courants:

divE =0 divB =0

. 0B - oF
rotkE = — rotB = ., —
ot Hoto7y,

En remplagant les champs par des grandeurs complexes on obtient :

=

O I
I

o

. %l
O oo
I

o

=
leS!
I
l&
=
oo
I
Jd
3
N
t

Les 2 premiéres relations montrent que £ et B sont | a la dir. de propagation
Les 2 suivantes montrent que le triédre k , E, B estdirect

Ces 2 dernieres relations montrent aussi, en égalant les modules :

kE=wB = B =k.£
w
w
et donc Bk =au&E =  k*= WP l,E, = k= i?

Le double signe correspond aux 2 sens possible de propagation

Et enfin, en posant k =kii 1a relation ‘l; OE = wB devient :

qui est la relation de structure de 'OPPEM
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2.4.4 Exercices

On considere le champ E défini par ses composantes :
E =0 E, =E,, cos(kx - ax) E =E, cos(kx—ax + @)

a) l'exprimer en notation complexe.

b) Déterminer le champ B a partir de I'Equation de Maxwell-Ampére

c) Vérifier le résultat a partir de la relation de structure de 1'onde plane.
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3. Energie électromagnétique
3.1 Considération qualitative

eOnavu:
2

- une région ou régne un champ E — stockage d’énergie électrique (Eof j

J4 . N\ N 97 . s, . B2
- une région ou régne un champ B - stockage d’énergie magnétique : ( j
Ko

* Observation : I'onde EM transporte de 1'énergie

- les charges en mvt d'une antenne radio engendre un champ EM qui peut
mettre en mvt les charges d'une antenne réceptrice

- le soleil qui nous chauffe et nous éclaire dés qu'il apparait
— transport d'énergie dans le vide

* localisation d'énergie dans l'espace, vitesse finie de propagation:
Par exemple, lorsqu'un laser envoie un "pulse" de durée A trés faible tel que
At=<<t,-t; (t, date d'émission et t, date de réception):

ct
. /
Laser VWV récepteur

Entre émission et réception, 1'énergie se trouve "localisée" dans I'espace.
Donc une onde EM se propage a vitesse finie et transporte de 1’énergie.

* Multiples exemples : soleil, onde radios, radiographie ...

puissance émise : Emetteur radio qques 100 kW
Ampoule électrique qques 10 W
Laser qques mW

Soleil 3.710° W



21

3.2 Puissance cédée par un champ EM a des porteurs de charge

Soit une charge ¢ animée d'une vitesse v (dans le réf.) ds I'espace ou se propage
un champ EM.

elle subit la force : f=q(E+v UB)

dont le travail pendant df vaut:  OW = j?.d /= ]?.V.dt = oW = qE vdt
et la puissance : b= gE v

Si q appartient a un ensemble de charges de densité n, la puissance fournie aux
dN =n.dr particules vaut :

dP =dN.P. = ngEvdr = J.E.dr
ot J=ngv représente le vecteur densité de courant

Pour I'ensemble des charges contenues dans le volume fini V on obtient :

})Champ L charges — JJ , J.Edr

Si on désigne par Ec 1'énergie cinétique des porteurs de charge, le Th. de
I'énergie cinétique donne :

dE .
d;:”LJEdT
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3.3 Identité de Poynting

On considére 2 des 4 équations de Maxwell :

—

- - OF . _ OB
1) rotB=u,J +&,U1,— 2) rotE =——
1) o + &bl — (2) Ep
- E B |
On multiplie (1) par — et (2) par ——on obtient:
0 0
1) - (3) L ErotB=JE+ eoi(lEZ)
U, Jt 2
) - (@) L BrotE = —Li(l B?)
Ho My, Ot 2

- - - o 2 2
etd)-4) = L[E.rotB—B.roz‘E]=J.E +i ¢E + B
My or\ 2 24,

avec  div(a™b)= b.rot a - a.rot b on a :

2 2 A D
o O EE LB Eean ERB =g
o\ 2 24, Ho

Voila une équation tirée des Eq. de Maxwell sans aucune restriction ou
condition

Cette équation est appelée : Identité de Poynting
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3.4 Densité et flux d'énerqgie électromagnétique

On va donner un sens physique a chacun des termes de 1'identité¢ de Poynting

On intégre 1'identité sur un volume V'

2[5+ 2 e f £ =

Ho

(bilan de puissance)

La surface S étant fixée, on peut transformer cette expression :
(On reconnait les 2 premiers termes)

cee 0 §E* . B? d &E*  B? du
* - + dT = — "+ T |=—
[ S e 15 o=
- ([( J.E.drzi(EC)

JJJV dl‘

o (ErB) . g BN
- | dzv[ j.dr = Sﬁ:ﬁs das

o H, H,

Le 3™ peut s'écrire sous la forme d'un flux.

L'identité de Poynting devient alors :

i(uem +E )= —@SEAECJE =~{p RdS

di ) Hy
Ceci traduit que la variation dans le temps de I'énergie totale contenue dans V
Y-
est égale au flux d'un vecteur | R = 1 qu'on appelle vecteur de Poynting
0

Ce vecteur est associ¢ a la puissance transportée par le champ EM a travers S.
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3.5 Vecteur de poynting

Le vecteur de Poynting est défini dans le bilan local puissance:
E"B
Hy

R=

(= puissance par unité de surface)

Ce vecteur est associ¢ a la puissance transportée par le champ EM a travers S.

- C’est un vecteur axial, le triédre (E B R) est direct.

- R est dirigé dans le sens de propagation de I’onde plane

- R est la puissance transportée par unité de surface Unité : W/ m?.
(en optique on utilise le lux)

dw, E"B
- en désignant Ay cette puissance, on écrit alors : R = (ﬂ) dS
dt dt A

Théoréeme de Pointing

REMAROQUES :

* les expressions

EE?, B [EAB
€
24, Hy

]ne sont pas linéaires

- st EM multiplié par k, ces 2 expressions sont multipliées par k>
—  utilisation des complexes délicate

Dans le vide et en absence de charge on a :

=~ Ou
divR = ——E1
ot
- . . .= _0p
équivalent au principe de conservation de la charge :  divJ =—

ot
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3.6 Application aux OPPM

iOE

C

« Dans 'OPPM, les champs E et B sont liés par : B =

_&E? N B> _gE? N E?
2 2u, 2 2u.?

. r ' 14 . | P4 . .
- La densite d'énergie s'ecrit : u,,,

BZ
etavec: p,E,c” =1 - Uy, =EE*=—
Hy
(REM: E=|E| et B=|B|)
) , - EOB ([ E*\. (cB*).
- Le vecteur de Poynting s'écrit : R= = n= 7
My M€ Ho

e L'énergie transportée par I'onde peut s'exprimer de la maniere suivante :

On considére une surface S | a la direction de propagation de 1'onde

- - E2
Le flux ®y de R atravers S vaut : P,=RS= [EJS
0
Ce qui donne pour I'énergie : AW, = &E*Scdt =uy,, .S .cdt

dW, représente 1'énergie contenue ds le cylindre de base S et de longueur cdt

Ceci montre encore que 1'énergie se propage a la vitesse c.

e Eclairement

En optique, un faisceau // peut étre assimilé a une onde plane

HoC
E2
MoC

Siun écran est placé | a ce faisceau il recoit la puissance : @, = (—jS

P :
Le rapport ?Rreprésente 1'éclairement et on le note souvent : &=

REM: £ est proportionnelle a £? et s'exprime en W/m?
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e Cas des OPPM

En considérant une direction de propagation suivant Oz on note :

E =E cos(ax—kz+¢,)
E(zt): E =E, cos(ax—kz+¢,)
E =0

iOE

c

on obtient l'expression de R suivante :

Avec la relation : B =

R= L[E()zx cos(kz—cx+¢@ )+ Eozy cos*(kz—ax + ¢y)]éz
CHy

Si on considere une surface S | a Oz a l'abscisse z, le flux de R s'écrit :

®, =56 R= i[ng cos?(kz —ax +@,) + E; cos*(kz —ax +4,) |
CHy

Et la valeur moyenne de ®, dans le temps s'écrit (<cosz> = %):

1
2ep,

(D)= | Es.+Es, ]S

REM : <<D R> est indépendante de ¢, et ¢, donc de la polarisation de I'onde



27

4. Réflexion d'une onde plane sur un conducteur par fait
Ondes stationnaires
4.1 Introduction qualitative — Rappels

Conditions aux limites lors d'une discontinuité caractérisée par g et ; :

I

1

E,—E =—n, B, =B =u,.j,Un, avec

M9

vide n
A o

métal E=0 et B=0

~.

Ici, milieu 1 = métal

= . o
E:%On = |E =— et E;=0 | = FEest_| auplan

Z§=,quSDﬁ = | B,=u,js, et B, =0 = B est dans le plan

1- E et B sont les champs au voisinage trés proche, dans le métal ils sont nuls.
2- En fait, lors de sa propagation, le champ EM de l'onde ne s'annule pas
brutalement dans le métal mais avec une profondeur de pénétration O :

5= % o ( E= Eoe_%’ei(kx_m) : pulsation de 'OPPM
0

avec Y : conductivité du milieu () — oo pour un conducteur parfait et & — 0)

Position du probleme
une OPPM de pulsation wse propage en direction d'un conducteur plan
— on la désigne par 'onde incidente : (£, B,, n,...)

Cette onde agit sur les charges du métal qui engendrent alors des courants de
méme pulsation wet qui, a leur tour, émettent une onde.
— on la désigne par 'onde réfléchie : (£, B, n....)

—

Le champ EM total au niveau du plansera: E=E. +E, ; B=B.+B



28

4.2 Réflexion d'une OPPEM monochr. sur un conducteu r parfait

4.2.1 Incidence normale

Une OPPM se propage ds le vide - suivant l'axe Ox
- polarisation rectiligne suivant Oz

= E. =0 E, =0 E_=Ee"“

1z

avec E, réelle (pas de déphasage) et k= w/c

Elle rencontre en x = 0 conducteur () — o) qui occupe tout l'espace x >0

Les charges de la surface sont mises en mvt et rayonnent un champ EM
Compte tenu des conditions aux limites le champ E, se présente comme suit :

= Erx =0 Ery =0 Erz = _Eoei(k'x_wt)
1 ' r2 — 2 2 ! — a)
Equationd'onde =  k'?=w?/c = k'=+—
c
: w __w_
Lasolution k'=+— = E=0Osurtoutleplan = k'= —; =-k
c
. _ i 0E, . - 0E
D'autre part : B, = L et B = r
c c
On obtient finalement:
-onde incidente :  E, =0 E, = E_=Ee®™ ™
B, =0 B =-fogter p =
ix iy c iz

- onde réfléchie E_=0 E, =0 E_=-E,
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4.3 Structure de I'onde stationnaire

Effectuons la somme des champs incident et réfléchi :

E.=0 E =0 E.=Ee ™[ e™ e ]

B =0 B, = —%e“’” [e"(k”) + ei(_’o‘)} B.=0
Ou en notation réelle :

E =0 E =0 E_=2E,sin(kx)sin(ax)

B =0 B, = —%cos(lcx) cos(ax) B =0

Les champs E et B sont de la forme : K. f(x).g(t) =  onde stationnaire
L'onde stationnaire est a opposer a I'onde progressive
Particularités de 1'onde stationnaire

* les variables temps et espace sont séparées (c'est sa définition)
 E et B sont en quadrature de phase (un en sinus l'autre en cosinus)

E z

» = E et B présente un "décalage" spatial
* = il existe des plans ou E ou B sontnuls -  plan nodaux
- les plans nodaux de E sont définis par : sin(kx)=0 = kx=nm

L= nA
- |x===
2
+
- les plans nodaux de B sont définis par : cos(kx)=0 = kix= w

X = + A
— |x=pZ+Z
P 2 4
* Entre 2 plans nodaux de E ou B [J des plans ou E ou B sont max :

— plans ventraux
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Exemples : a) Montrer qu'on peut calculer B a partir de : r6tE = _E

c) Réflexion — A2
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4.4 Aspect énergétique

Expressions de E et B de 'onde stationnaire :

E =2E, sin(kx)sin(ax).e,
2E,

B=- cos(kx)cos(ax).e,
c
. Cr s : _&E* | B?
En notation réelle on peut calculer : - la densité d'énergie : u,,, = 5 + 5
Mo
.5 _EOB
- le vecteur de Poynting : R =
Mo

avec & loc*=1 on obtient :

Uy, = 26,E; [sin(kx)sin () + cos?(kx) cos*(ax)]

et
~ _4AE! | . _
R = sin(kx) cos(kx)sin(ax)cos(ax) . e,
MoC
ou encore
I
R =—2sin(2kx)sin(2ax).é,
M€
REMARQUES :

« R s'annule au niveau des plans nodaux de E et B

sin(2kr)=0 = 2/cx=47ﬂx=n.7'[ ~  |x=nZ

= I'énergie reste confinée entre ces 2 plans (plans distants de A/4)

* Le calcul de la moyenne dans le temps, a une abscisse x donnée, donne :

<u . >t =gE., = lavaleur moy. de la densité d'énergie est indép. de x

<R> =0 = le flux moyen d'énergie a travers un plan | a Ox est nul
t
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4.5 Notions de modes propres d'une cavité

4.5.1 Onde stationnaire entre 2 plans métalliques paralléles

Une onde stationnaire peut exister entre 2 ﬂ g4 \\
plans nodaux si ces plans coincident avec L ) \\

des plans nodaux de E.

Soit £ la distance entre les 2 plans on obtient : /= n% (n entier)

Les ondes stationnaires sont elles que leur période est une fraction du
temps nécessaire a l'onde pour faire un aller-retour:

=2/ =2/
T, A ¢ ou encore c A T

4.5.2 Résolution plus formelle

On cherche une solution de 'Equation d'onde de la forme : E = f (x)e e,

"4 . ' . dzf 2 — — U,
L'équation d'onde donne : ” +k2f =0 avec k= 4

La solution d'une telle équation est de la forme :
f(x) = 4, cos(kx) + A4, sin(kx)

Les conditions aux limites imposent :

f(x=0)=0 = 4 =0

f(ng)zo = AZSin(kE):O = kl=nJT : n=1 ]

c'est-a-dire = |{=n— X
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5. Notion sur la propagation guidée

5.1 Préambule

 La transmission ¢lectromagnétique entre divers ¢éléments s'effectue de
différentes fagons :

- f< 1kHz - simples fils, cas des circuits électriques.

- 1 kHz < f <1 GHz, les fils se comportent comme des antennes qui rayonnent
avec une puissance P = f*
— on utilise alors des cables coaxiaux
— pour les connexions téléphoniques on utilise simplement des fils torsadés

- £>1 GHz, les OEM peuvent se propager dans un tube métallique creux
— guide d'onde

- £= 10" Hz (lumiére) : les OEM se propagent dans des milieux particuliers
— fibres optiques

e Un guide d'onde est une "canalisation" métallique cylindrique soit vide soit
remplie d'un diélectrique, ou peuvent se propager des OEM

» La propagation des OEM ds le guide d'onde est soumise a certaines conditions
et elle differe alors de la propagation des OEM libres

* Pour un guide d'onde de géométrie donnée, propagation si W>
— pulsation de coupure
- la vitesse dépend alors de la pulsation
— phénomeéne de dispersion (vZc=wk)

* Autre particularité, E et/ou B peuvent avoir une composante longitudinale
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5.2 Cas d'un quide rectangulaire

Considérons un guide d'onde a parois rectangulaires orienté comme suit :

y y
7 x ¥
z a X
Rappelons les conditions aux limites des 2 champs : Etangemiel =0 Eorthogonal =0

Choisissons intuitivement 1 champ qui devrait pouvoir se propager ds ce guide:

b . 7T i(k,z—
E:E =0 E, =E, 31n(7x).e W g =0

Onde polarisée suivant Oy, se propageant suivant Oz et E s'annule enx =0 et a
D'autre part notons les composantes en y = 0 et y = b sont nulles également

Cherchons B et la relation qui lie wet k,
Equations de Maxwell :

divE =0 N vérifiée

riE==-08/ = raif=iwB=|B,=0

ITTE, X | ik,z-
B =- 0 |cos| == |
aw a

divB =0 N vérifiée

_ 2 0
o = _ 1 aE . N 2 = | — ! N 2 = _—
rotB = (;j; conduit a : kg c? ( ) (01’1 na plus : kg - c? )
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Conclusions :
1 - On voit bien que :

0 Bysannuleenx=0eta
0 B, ¢tant toujours nulle,

= les conditions aux limites sont respectées

W’

2
W (T
2 - La derniére relation k; =" (—j montre que : kg2 e —2)
c

Cette relation porte le nom de : relation de dispersion

w . . . .
v; =— est la vitesse de phase qui n'est plus constante — dispersion
k
4

Jic
d'autre part 'OEM ne peut se propager que si: W=, = —
a

3 - B a une composante suivant Oz — 1'onde n'est pas transverse.

Dans le cas général on choisira une onde de la forme :

= - _ ~ ik z-ar)
E=(E,eé, +E0yey +E,¢é)e
3 - - - i(kgz—aX)
B=(B,é +B,¢e, +B é)e
ou £, ,E, , ,E, et B, ,B, y,BOZ sont des fonctions dépendantes de x et y

On montre (Eq. de Max.) que £ (x,y),E,, (X, ), B,.(x,y), et B, (x,y)

s'expriment en fonction des composantes : E,_(x,y) et B,_(x,y)

Ces composantes vérifient alors les équations :

2 2

anz+aE02+(w2_k2jEOZ:() et
Ox? 02 ¢z ¢

2 2

0°B,, , 0°B,, +(w2_k2jBo —0

ox>  0y? 2 f)
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5.3 Modes de propagation

Dans le ler exemple nous avons trouvé : £, =0 et B, #0

Mais dans le cas général, les 2 composantes £, et B, sontnon nulles.

Par raisons de commodité on classe les OEM en mode :

A - Mode Transversal électrique : TE
OEM pour les quelles la composante £,, =0 et B, #0

B - Mode Transversal magnétique : TM
OEM pour les quelles la composante £, #0 et B, =0

Le cas général correspond a la superposition d'un mode TE et TM.
C - Mode Transversal Electromagnétique : TEM

D'aprés les équations générales précédentes, si £, =0 ef B, . =0 ona:

k2 - ﬁ
g C2
— pas de dispersion

On montre que ce type d'OEM ne peut exister que si le guide contient un ou
plusieurs conducteurs a l'intérieur.
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5.4 Mode TE du gquide d'onde rectanqulaire

Reprenons les équations générales :

2 2 2 2
0°E,, +6 E,. +(a)2 _kzj = 0et 0°B,. +6 B,. +(aﬁ _kszOZ i
0x? 02 c? Ox? 02 ¢t f
Mode TE - Ey=0 = 19 équation vérifiée
W _
Pour la seconde on pose : B,. = f(x).g(y) et a*=—-k,
c

On obtient : g(y) @] (x)+f() gy(y)”’zf (x)g(») =0

1 dzf(x):_ L d*¢(y) _ .

S(x) dx? gly) ay?

L a1 d’eW)_ ~(A+a)
S(x) dx? g(y) day?

Ou encore :

Ce qui impose :

fetgs'annulentssi : A<0 et A+0>>0 (si A>0sol. exponnentielle)

ce qui conduit a :

CIO - oy e CED =gy
dx? dy2

795
avec k” +k, = a? =—
c

_ké

La solution est finalement : B, = A4 cos(kx +@,).4,cos(k,y +@,)

Avec les relations (9) a (12) on obtient les composantes £, ,E, y,B et B, 0y

On peut alors exprimer les conditions aux limites ce qui conduit a :
¢,=¢,=0 etk,=mrva etk,=nTUb (avecm et n entiers)

Et finalement, avec k12 + kz2 =aP/c? - k; , on obtient :

kz :ﬁ—(m—2+n—2jﬂ'2

g 2 az bz

c
relation de dispersion
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Etude du mode T
Les entiers m et n de la relation de dispersion définissent le mode TE,,

Le mode TE,y correspond doncam=1etn=0

2

T w (Y
~ k=T ethkh=0 = k§=——(_j

a c a
Jic
avec W=> Q) = —
a
Les champs E et B s'expriment alors par :
1w . [ Tx
E,. =0; E, =—aB,sm| —|; E, =0
7 a
., a . [ TIx TIx
B, =—ik,—Bysin| — |; B, =0; B,. = B,cos| — |;
Vi a a

Le mode TE, correspond a wla plus petite

Exemple : pour un guide d'onde a=22,86mm et b=10,16mm
* Le mode TE : W = 6,56 GHz
* Le mode TE, : wy = 13,12 GHz
* Le mode TE,; : w = 14,76 GHz
* Le mode TM;,; : w =16,15 GHz

Ainsi ,une OEM de fréquence 9 GHz, suel le mode TE,  est excité
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Interprétation du mode TE
Je reprends I'expression du champ électrique du mode TE

= iw . Tlx i(kyz—ax) -
E=—aB,sin| — e m)ey
T a

. l-sm(%j:%{e(”f‘]_e("’f‘q

On peut donc écrire : £ = FE, + £, avec

- wB i@+k z-ar | - wB i —@+k -
E1: Oe(a g )ey et E2:_ Oe(a g )e
2 2m
C'est-a-dire 2 OPPM de vecteurs d'onde :
_ T\ _ = T .. -
K = (—jex +ke. et K, = —(—jex +ke.
a a
S S S 124
se propageant dans le vide puisque : K; = K, = —
c

Le mode TE;, est finalement la superposition de 2 OPPM se propageant de
facon symétrique par rapport a I'axe de la génératrice du guide d'onde:

La vitesse moyenne de 1'onde suivant Oz vaut :

) ckg { @,
v, =c.cos(0) = =01/ -_£
\ /kgz + (77 a)? w

= vitesse de groupe # vitesse de phase
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6. Lignes de transmission

6.1 Modélisation électrique

* la ligne est a la base des méthodes de télécommunication.

* Elle permet de propager un signal électrique via les champs E et B générés
entre les conducteurs. La ligne est avant tout un guide d'onde

* Comme il est plus facile de parler de courants et de tensions, on modélise les

lignes a 1'aide de constantes réparties qui sont :

- capacité linéique engendrée C; par la répartition des charges entre les
conducteur qui crée le champ électrique

- inductance linéique L; due aux courants qui circulent dans les
conducteurs et qui engendrent le champ magnétique

- une résistance linéique R; liée a I'imperfection des conducteurs

- une conductance linéique G, issue des fuites de courant entre les

conducteurs.
1(zt) i(z+dz), t)
< o s I >—
LLdZ RLdZ
u(z, t) Cdz 1 Gpdz u(z+dz, t)

cellule élémentaire qui lie les (u, i) de la position z & ceux de la position

» Types de lignes classiques :

|
=R - i a
\@/ 2 |
| | | |
| :ﬁ: | i b
A | |
it S
P — —
| | |
C = 27-”50 C = 7’&?0 C :ﬂ
" Inb/a) " Inb/a) L™ p
b
L, =20/ a) L, =2 b/ a) L, =%
277 Vi a

Cable coaxial ligne bifilaire ligne a rubans
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6.2 Equations des télégraphistes

¢ loi des mailles

u(z,t) = LLdZ% + R, dzi(z,t) Y u(z + dz,t)

u(z+dz,t)—u(z,t) _ ( 0i j

i LLE'FRLZ'(ZJ)

Oou 0i
9 [ %y Ri
= oz (Laz ”)

* loi des nceuds

i(z,t) = CLdZ% +G,dzu(z,t) +i(z +dz,t)

i(z+dz,t)=i(z,t) __
dz

Oou
(CL E + GL”(ZJ)j

 en dérivant (1) et (2) par rapport a 7 et 7 on obtient :

0%u 92 di
=—|L,—+R,— 3
<azz ( " dzot Lazj )
0%u 9% di
=—|L,—+R, — 4
020t ( L or Latj @)
02 0%u ou
== C,—+G, — 5
<azz ( “ozor " azj )
03 0%u ou
=—|C == +G, — 6
020t ( “orr Tt atj ©)

(1

)
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* on reporte (6) et (2) dans le second membre de (3) on obtient :

Ou =—{—LL(CL6 +G a—”] RL(CL%+GLL1H

0z2 0t ot
0%u 0%u ou
= 5 L,C, v -(R,C, + LLGL)E +R,G,u

e on reporte (4) et (1) dans le second membre de (5) on obtient :

27 27
Yo fc (L LS aj+G( al+RLij
0z2 arr "ot Lot

0% 0%
= —=C,L, —
L Latz

0i
0z2 )

=(R,C,+G,L, FY R,G,i

* Enfin si on néglige les pertes dans les lignes on obtient :

2 2
0%u _LLCLa u 0
0z2 0t

27 27
Q—CLLLE:O
0z2 012

* On retrouve l'équation d'une onde se propageant a la vitesse :
1 1

(7)

(8)

* Conclusion : dans une ligne sans perte, un signal électrique se propage sous la

forme d'une onde a la vitesse ¢

» Exemple : une tension sinusoidale de fréquence 3 GHz est appliquée en bout

de ligne. Donner le signal sur la ligne en 1 pt situé a 1.5 A.

V(z, t) = Vpsin(wt-kz+¢)
V(0, t) = Vsin(wt)
Vi(z,t) = Vpsin(wt-(2T7A).1.50)
Vi(z,t) = Vusin(ux-317)

Vi(z.t) = -V ,sin(ox)

Solution de 1'équation :
enz=0:0na
enz; = 1.5\, ona

- c'est la source (¢ =0)
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6.3 Impédance caractéristique

Considérons :
- une ligne sans perte
- un signal de fréquence f (notation complexe):

u(zy) = Ulz).e i) = I(z0).¢

Equation des télégraphistes appliquée a u donne :

au .
— - (jw)*C,L,U=0
dz?
€quation caractéristique : »*—(jw)’C,L, =0 = r=xjw,/C,L, =%j—
v
: : : -2z +j%
qui aboutit a la solution : Ui, t)=Ue v +tU.e "
jt@=2z) Jar+?z)
et finalement : u(z,t)=U.e +U.e

solution qui correspond a des ondes se propageant en sens inverses

Cette solution appliquée a I'équation (1) donne :

i jla-2z) ; Jlaas2z) ,
u(z,0)=U, (—ﬁ’)e iU, (E)e T =—L, (jw) I(2)e’
A% A%

1 j(wz—%’:) j(ax+%’z>
= i(z,t)=L— Ue -Ue

v

C J(@=2z) j@+?z)
= i(z,t)= [—*|Ue -U,e

L

Comme tension et courtant sont liés via l'impédance, u = Z i on obtient une
impédance dite "impédance caractéristique" Z. qui vaut :

Notons que pour l'onde réfléchie on : u = - Zi car le courant se propage dans le
sens des z négatifs
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Exemple : cable de télévision
- diamétre de I'ame : d = 0.584 mm
- diametre de la gaine : D =3 mm

- diélectrique €, =3.71 — onremplace € par &g,

_ 2Eg,

- ~87.4pF
Y ray P

L, =2 1n(D/d)=0.471uH /m
21T

L'impédance caractéristique Z vaut :

en pratique elle fait 75 Q
La vitesse de propagation des signaux sera de :

C

Vzﬁ

=1.56.10°m/s=c/2
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6.4 Coefficients de réflexion : définition

Si la ligne est fermée en z = z, par une impédance complexe Z, la loi d'Ohm
permet d'écrire :

i(Zo,f)

>

A

W(zo 0= Z i(z0,f) |
u(zy,1)!

On peut écrire tension et courant en termes d'ondes incidente et réfléchie :

u(z,t)=Uge"“™

u(z,t) =u,(z,0) +u,(z,1)
avec o
u (z,t)=U "™

i(z,f) = Zi[u,. (z,0) =u,(z,1)]

On définit alors les coefficients de réflexion en tension et en courant par :

_u.(z,,t)
u;(zy,t)

—_ l.r(ZO9t) -
,(2y,1)

u et i u

On peut maintenant écrire la loi d'Ohm aux bornes de Z (en z = z;):

1 (2o0) 1, (o) = 1 (21, (2,0

— ZC 1+ ur(209t) =Z 1_ ur(209t)
u;(2y,1) u;(2,,1)
- , = u,(zy,t) _Z -2, ot , = 0,(2,1) _ —u,(z0,0)/ Z, ——p,
u(z,t) Z+Z, i(zy,t)  u(z,,t) Z,
Final t: p‘Z_Z‘“-,O
inalement : Tz ;
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6.5 Adaptation d'impédance

La valeur de I'impédance en bout de ligne est donc importante pour le
phénomene de réflexion

* Si l'extrémité est fermée avec I'impédance caractéristique, Z = Z,

pu:pi:O

on supprime toute réflexion d'onde dans une ligne de transmission.
-  adaptation d'impédance

e Si l'extrémité est "ouverte" — Z=o0:

Pu=1 et pi=-1

il y a réflexion totale avec inversion de 1'amplitude de courant

e Si l'extrémité est "fermée", court-circuit - Z=0:
Pu=-1 et p;i=1
il y a réflexion totale avec inversion de 'amplitude de la tension

Exemple 1 :

GBF [ E
25m

N

oscilloscope

<>
0.32 s

Le circuit R, est 1a pour fabriquer un pulse étroit.

Z.=75Q v=15610"m/s = 1A/R=50/v = 0.32pus
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Exemple 2 : Soit une ligne de transmission (Z, = 75Q) fermée sur une
impédance Z = 50Q sur laquelle se propage des ondes électriques sinusoidales
de la forme :

itet) = Iie/'(a)t-kx) i Ire;'(wz + kx)
Avec l'expression de la puissance ¢électrique moyenne dissipée:
<P> ="' Re{u.i*}

on peut déterminer le coefficient de réflexion en puissance :

_ 1 - o T 1
ondes incidente : <P >= ERC Z 1e' k").[lie’( k")} ‘ =EZC Il.‘z
achi _1 (@) v ] = 1 2
onde réfléchie : <P >—§Re —Z1e .[[re- ] —EZC I,
<p>_|1[ z,-2[
= R=—1r—=|¢ :‘pj‘zz ¢ =0.04
<P> |I Z +Z

4% de 1'énergie est réfléchie, le reste est dissipé dans I'impédance Z,

SiZ=7Z. = R=0 - lapuissance est enticrement absorbée par I'impédance
de bout de ligne
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7. ANNEXE1

Franchissement d'obstacles :

Cette propriété définit la capacité d'une onde a pouvoir passer par dessus un obstacle naturel
de type montagneux. En utilisation courante, seule la HF a cette propriété. La VHF et I'UHF n'en
sont pas capables.

Pénétration d'obstacles :

Cette propriété définit la capacité d'une onde a pénétrer un obstacle (immeubles, tunnels, zones
urbaines denses, ...). En utilisation courante, c'est I'UHF qui est recommandée pour cela. La VHF
est un peu moins bonne et la HF en est incapable.

Pénétration dans I'eau :
Cette propriété définit la capacité d'une onde a pénétrer dans I'eau. Seule la VLF le peut. C'est
pour cela qu'elle est utilisée par les sous marins.

Réflexion en surface :

Cette propriété définit la capacité d'une onde a se propager en direct a la surface de la Terre
et ce, sans utiliser les couches ionosphériques. Le déplacement des ondes se fait en ligne droite.
Leur portée est donc limitée par la courbure de la terre et les obstacles qu'elles rencontrent. La
réflexion en surface peut atteindre 80 a 100 Km.

La puissance d'émission, les phénoménes de diffraction (déviation des ondes lorsqu'elles
rencontrent un obstacle) et de réflexion, dus a la traversée de I'humidité de I'air peuvent, sous
certaines conditions précises mais aléatoires, porter ces distances a 500 Km. Plus la fréquence
est élevées, plus la portée des ondes en surface diminue. Une onde HF parcourra une
distance directe (c'est a dire sans utiliser la réflexion ionosphérique) bien supérieure a la méme
onde émise sur une fréquence UHF.

Réflexion ionosphériques :

Cette propriété définit la capacité d'une onde a se réfléchir sur les couches ionosphériques (de
70 a 375 Km de la Terre). Cette réflexion sur ces couches hautes ou basses augmente
notablement la porté des ondes. De plus, dés que les ondes ont quitté I'atmosphére proche de
la Terre (jusqu'a 8 Km) qui les freine, elles se déplacent dans un vide relatif. Elles ne subiront un
nouveau frein qu'a leur retour dans l'atmosphere. Cette aptitude permet de faire le tour de la
Terre avec quelques dizaines de watts de puissance. En utilisation courante, seule la HF
bénéficie de cette possibilité de réflexion ionosphérique.
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8. Onde dans un quide d'onde : cas général

= - - - i(kgz—aX)
E - (on X + EO e + EOZeZ e ¢
B _ - . . i(k,z—ax)
B=(B,.e. +Boyey +B, € )

ou EOx’EOy ,E,. et B, ,B, y’BOZ sont des fonctions dépendantes de x et y

Equations de Maxwell :

OB 0B
° leB:() - 6Bx + 4 + 6BZ :O — 6BOx + o +lk BOZ - O
ox dy Oz ox dy @ °
OFE OE
e divE=0 - aEx + z + aEZ :O — anx + 2 +lk EOZ :O
ox 0y 0Oz ox dy ¢
» rotE = _98 -
ot
( o))
aaEZ B 0 - =B, = %_ikgEOy = B, (3)
ly z Y
OE. OE. _ . : oE,. _ .
4 aZx —_ ax :la)By = lkgEOx - a; _leOy (4)
oE O0FE
Y _% = lez = Oy — anx = inOz (5)
| Ox Oy Ox 0y
. ToiB :(lja_E .
c?) ot
(0B 0B iw 0B . iw
P b T A :_(_)E“ ©
ly A c Y ¢
0B, 0B. _ (iw . 0B, _ _[iw
) . - o = - o E, = ik,B,, —a—i——(ngoy (7)
% B (W) Do O (W) g
| Ox Oy ct) - ox Oy ) "
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Maintenant on exprime £, ,E; ,B, et B, en fonctionde: E,, et B,

Avec (3) et (7) on arrive a :

il - g =y % _ 08
|t ez £ ay Ox

lar ] w OE,_ 0B,.

I e v
L i V X

Avec (4) et (6) on arrive a :

i I\cz—ﬁ W =k OLy. _ )95
= ¢ Gx dy
1., &), _wiE, 0B,.

l ké__z BOy -, 0 _kg 0
i c? | c? Ox dy

Ce qui conduit finalement  (en admettant &, £ WP/ ).
a(aBOZ/ay) + k (aEOZ/ax)

kg, = oF )
= K (0B, /0x) = w(anZ/ 0y) (10)
WP/ c? -
p 0B, /ax)+k (anz/ay) 0
g WP/ c? -
0 k (0B, /6y)+a)2/cz(6EOZ /0x) 12)
g WP/ c? -

Le cas particulier k; = a)z/ c d01t étre traité a part

En introduisant ces 4 relations dans les équations (1), (2), (5) et (8), on obtient:

O°F,, , O°E,. +(w2—k2jE o
0z

Ox? 0y? c?
2 2

. OB 0B, +(aﬁ _kszo 0
0x? dy? ¢z f)



