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R�esum�e

L'int�erêt pour les calculs dans le corps des quaternions augmente depuis les ann�ees soixantes, grâce �a plusieurs
applications pratiques dans des domaines vari�es dont la caract�eristique commune est d'être de gros consom-
mateur de calcul sur les rotations dans l'espace : m�ecanique (des syst�emes multi-corps articul�es), robotique,
automatique (contrôle dans l'espace des rotations). Ceci est du aux propri�et�es particuli�eres de la repr�esen-
tation des rotations par des quaternions (par rapport �a une repr�esentation plus classique par des matrices
orthogonales). Ce rapport, apr�es avoir rappel�e les propri�et�es essentielles du corps des quaternions et leur lien
avec la g�eom�etrie dans l'espace, d�ecrit la r�ealisation d'un ensemble de proc�edure �ecrites dans le syst�eme de
calcul formel Maple, permettant de manipuler symboliquement des expressions contenant des quaternions.

Abstract

The interest for computations in the �eld of quaternions is increasing thanks to many applications in various
area whose common characteristic is the need to compute with rotations: mechanics (multibody systems),
robotics, systems theory. This is due to the particular properties of the representation of rotations using
quaternions. This report will briey state the basic properties of the �eld of quaternion and describe a
package (written for the Maple symbolic computation system) to symbolically compute with quaternions.

Le projet SAFIR est un projet commun �a l'INRIA (unit�e de recherche de Sophia Antipolis), �a l'universit�e
de Nice Sophia Antipolis et au CNRS (laboratoire de Math�ematiques Jean Alexandre Dieudonn�e, URA 168
et I3S, URA 1376).



Introduction

Nous allons d�ecrire la r�ealisation d'un ensemble de proc�edures permettant de manipuler des quaternions
dans le syst�eme de calcul formel Maple. Cette �etude a �et�e r�ealis�e �a la demande et grâce au �nancement du
Centre National d'Etudes Spatiales (CNES).

Plus pr�ecis�ement, on d�esire manipuler des expressions contenant des objets repr�esentant des quater-
nions, aussi bien sous une forme \num�erique" (quatre coordonn�ees dans la base canonique) que sous forme
de variable formelle ou bien encore d'un couple form�e d'une expression (partie r�eelle) et d'une expression
repr�esentant un vecteur. Il est donc indispensable de disposer des op�erations de base sur le corps des quater-
nions ainsi que la possibilit�e d'op�erer toutes les simpli�cations souhait�ees sur ces expressions.

Ce document est divis�e en trois parties. La premi�ere est un r�esum�e des propri�et�es fondamentales du corps
des quaternions et de ses liens avec le groupe des rotations de IR3. Cette partie poss�ede n�eanmoins une section
originale d�ecrivant toutes les identit�es alg�ebriques entre quaternions (faisant intervenir la partie r�eelle et la
norme). Le mat�eriel de cette section est enti�erement du �a Bernard Mourrain et elle a �et�e r�edig�e �a partir d'une
note qu'il a bien voulu nous fournir. La seconde partie du document d�ecrit les fonctionnalit�es qu'un utilisateur
peut attendre d'un syst�eme de calcul formel \g�en�eral" pour calculer dans IH et des probl�emes que l'on peut
rencontrer. On y discute les particularit�es li�ees au choix de Maple comme syst�eme d'impl�ementation de
Quaterman et des choix motiv�es qui ont du être fait. La troisi�eme partie est constitu�ee du manuel de r�ef�erence
de Quaterman, form�e du descriptif d�etaill�e de toutes les fonctions disponibles dans cette biblioth�eque. Ces
descriptifs existent aussi dans le format naturel des pages de manuel de Maple a�n d'être consultable \en
ligne" (grâce �a la fonction help de Maple). Le lecteur trouvera �egalement �a la �n de ce document un exemple
non trivial d'utilisation de Quaterman (composition de trois rotations \g�en�eriques").
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Chapitre 1

A quoi servent les quaternions

1.1 Le corps des quaternions

Les quaternions sont les �el�ements d'une alg�ebre de dimension 4 sur IR qui est un corps non commutatif et
que nous noterons IH dans toute la suite. Le corps des quaternions est le plus gros corps qui contienne IR
au sens du th�eor�eme de Frobenius : tout corps de dimension �nie sur IR et le contenant dans son centre est
isomorphe �a IR, C ou IH. Historiquement, c'est aussi le premier exemple connu de corps non commutatif,
\d�ecouvert" par le math�ematicien irlandais William R. Hamilton en 1843.

Le corps des quaternions peut se construire simplement comme la sous-alg�ebre de l'alg�ebre des matrices
2� 2 sur C engendr�ee par les quatre matrices Id, e1, e2 et e3 suivantes :

�
1 0
0 1

� �
0 �i
�i 0

� �
i 0
0 �i

� �
0 �1
1 0

�

On peut v�eri�er, de mani�ere �el�ementaire, que cette sous-alg�ebre de dimension 4 est un corps non com-
mutatif. Les ei v�eri�ent les relations de commutation suivantes :

1

2
(eiej + ejei) = �ijI

Il est en e�et trivial de v�eri�er que les ei sont de carr�e �1 :

e1e1 = e2e2 = e3e3 = �Id

et

e1e2 = �e2e1 = e3
e2e3 = �e3e2 = e1
e3e1 = �e1e3 = e2

Par analogie avec la notation des nombres complexes sous la forme a+ ib on note traditionnellement un
quaternion sous la forme d'une combinaison lin�eaire formelle x1 + ix2 + jx3 + kx4 o�u i, j et k repr�esentent
les trois matrices e1, e2 et e3. Tout quaternion q s'�ecrit donc sous la forme x1 + ix2 + jx3 + kx4 o�u x1 est
appel�ee la partie r�eelle du quaternion q. Si x1 = 0 on dit que q est un quaternion pur. Tout quaternion non
r�eel (i.e. dont la partie pure est non nulle) engendre avec 1 un sous-corps de IH isomorphe �a C.

1.1.1 Le produit

La table de multiplication de l'alg�ebre (donnant les produits eiej) montre que si q1 = x1 + ix2 + jx3 + kx4
et q2 = y1 + iy2 + jy3 + ky4, le produit q1q2 peut s'�ecrire :

q1q2 = (x1y1 � x2y2 � x3y3 � x4y4)
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+ i(x1y2 + x2y1 + x3y4 � x4y3)

+ j(x1y3 � x2y4 + x3y1 + x4y2)

+ k(x1y4 + x2y3 � x3y2 + x4y1)

Cette fa�con de calculer le produit de deux quaternions n'est d'ailleurs pas optimale en le nombre de
multiplications. Seulement huit produits sont n�ecessaires, il s'agit des pi suivants :

p1 = x1y1

p2 = x4y3

p3 = x2y4

p4 = x3y2

p5 = (x1 + x2 + x3 + x4)(y1 + y2 + y3 + y4)

p6 = (x1 � x2 � x3 + x4)(y1 � y2 � y3 � y4)

p7 = (x1 + x2 � x3 � x4)(y1 + y2 � y3 � y4)

p8 = (x1 � x2 + x3 � x4)(y1 � y2 + y3 � y4)

ensuite, les coe�cients du produit sont les zi donn�es ainsi :

z1 = 2p1 � 1=4(p5 + p6 + p7 + p8)

z2 = �2p2 + 1=4(p5 � p6 + p7 � p8)

z3 = �2p3 + 1=4(p5 � p6 � p7 + p8)

z4 = �2p4 + 1=4(p5 + p6 � p7 � p8)

Même si ce r�esultat th�eorique ne semble pas pratiquement int�eressant (du fait du nombre important
d'additions n�ecessaires), il pourrait être cependant utile dans le cas o�u les xi ne sont pas des nombres, mais
des expressions formelles de taille su�sament importante.

1.1.2 Inverse, norme et conjugaison

On v�eri�e ais�ement que l'inverse de q peut s'�ecrire :

q�1 =
x1 � ix2 � jx3 � kx4
x21 + x22 + x23 + x24

Cette formule nous permet d'introduire naturellement deux op�erations classiques sur IH : la conjugaison,
not�ee q d�e�nie par q = x1 � ix2 � jx3 � kx4 et la \norme" not�ee traditionnellement N (q) d�e�nie par
N (q) = x21 + x22 + x23 + x24. On peut alors �ecrire :

q�1 =
q

N (q)

La conjugaison est un automorphisme involutif de IH. Il est imm�ediat de constater que q commute avec
son conjugu�e q (qq = qq). La norme est une fonction �a valeur r�eelle positive, et on a N (q) = qq. Bien que
cette op�eration soit traditionnellement appel�ee norme, ce n'est �evidemment pas une norme d'espace vectoriel
mais, en revanche, il est clair que l'application qui �a un quaternion q fait correspondre

p
N (q) est bien une

norme d'espace vectoriel : c'est la norme euclidienne de IR4 si on identi�e canoniquement IH et IR4). On peut
v�eri�er que IH muni de cette norme est une alg�ebre de Banach (cette norme est compatible avec le produit :
on a kq1q2k = kq1kkq2k).

Le produit scalaire correspondant peut s'�ecrire :

hq1; q2i =
1

2
(q1q2 + q2q1)

On peut �egalement remarquer pour terminer cette section, que IH peut se construire comme une alg�ebre
de Cli�ord (sur IR) de IR2 (avec la forme quadratique de signature (0; 2)).
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1.2 Les identit�es de quaternions

Une autre fa�con de construire IH est de remarquer que tout quaternion a+ i b+ j c+ k d se d�ecompose sous
la forme �+ j � avec � = a+ i b; � = c� i d dans C. Le corps gauche IH est donc un C-module libre �a droite
de rang 2 sur C. La multiplication �a gauche par �+ � j d'un �el�ement x+ y j nous donne

(� + j �) (x+ j y)

= �x+ j � x+ � j y + j � j y

= �x� � y + j (�x+ � y)

et la matrice de cette aplication dans la C-base 1; j est donc

�
� ��
� �

�

Soit � l'application :

� : IH ! M2�2(C)

�+ j � 7!

�
� ��
� �

�

C'est un homorphisme de IR-alg�ebres (�(q q0) = �(q)�(q0)) permettant d'identi�er IH �a un sous-ensemble
des matrices 2� 2 �a coe�cients complexes.

On remarque que pour tout quaternion q = a+ i b+ j c+k d, la trace de �(q) est deux fois la partie r�eelle
R(q) = a, et le d�eterminant de �(q) est le carr�e de la norme kqk2 = ��+ ��.

En identi�ant les quaternions �a une sous-alg�ebre deM2�2(C), nous voyons que toute identit�e veri��ee par
les matrices implique une identit�e sur les quaternions. Par exemple, l'identit�e de Cayley-Hamilton se traduit
par

q2 �
1

2
R(q) q + kqk2 = 0

Nous pouvons en fait montrer aussi la r�eciproque :
| Les identit�es �a coe�cients r�eels faisant intervenir des carr�es de normes et des partie r�eelles v�eri��ees

par les quaternions sont exactement celles entres matrices faisant intervenir les traces.

Ce r�esultat se d�emontre en transformant toute identit�e alg�ebrique v�eri��e par des quaternions, leurs normes
et leurs parties r�eelles en un polynôme de matrices (en utilisant les identi�cations pr�ec�edentes), qui s'annule
pour toutes les matrices de l'image de �. On montre ensuite que les quatre composantes de la matrice r�esultat
sont nuls en utilisant le fait que x et �x sont alg�ebriquement ind�ependant sur C (il n'existe pas de polynôme
p en deux variables �a coe�cients dans C tel que p(x; �x) = 0).

Il y a �evidemment un grand int�erêt �a s'être ramen�e aux identit�es alg�ebriques entre matrices car elles sont
bien connues. Elles d�ecoulent toutes de l'identit�e de Cayley-Hamilton (voir [Mou92] et [Mou91]). De plus, il
existe un algorithme pour d�ecomposer explicitement toute identit�e en fonction de cette identit�e de Cayley-
Hamilton. Ainsi on peut r�eduire �a une forme canonique tout polynôme de quaternions o�u interviennent des
parties r�eelles et des carr�es de norme et tester formellement si un polynôme de quaternions est nul sans
d�evelopper les calculs dans la base 1; i; j; k.

En ce qui concerne les identit�es alg�ebriques (pour les matrices 2�2) dont les coe�cients sont simplement
des nombres, on peut montrer (Drensky) qu'elles sont \engendr�ees" par les deux identit�es (�ecrites ici dans
le cadre des quaternions) :

X
�2S4

�(�) q�(1)q�(2)q�(3)q�(4)

et
[[q1; q2]

2; q3] = 0:

o�u [q1; q2] = q1q2 � q2q1. La derni�ere est une cons�equence directe de l'identit�e de Cayley-Hamilton. En e�et,
[q1; q2]2 est le carr�e d'un quaternion imaginaire, donc r�eel, et commute avec tout autre quaternion q3.
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1.3 Quaternions et g�eom�etrie

1.3.1 Repr�esentations des rotations

Notre int�erêt pour le corps des quaternions vient du fait que certaines op�erations g�eom�etriques dans IR3

s'expriment comme des op�erations alg�ebriques dans IH.
Soit q1 un quaternion pur de norme 1. L'application r d�e�nie par

r(q) = (cos
�

2
� q1 sin

�

2
)q(cos

�

2
+ q1 sin

�

2
)

est un automorphisme int�erieur de IH qui conserve les quaternions purs et qui laisse invariant q1. Soit q2
un quaternion pur de norme 1 orthogonal �a q1 et q3 le produit q1q2 (on a q1q2 = �q2q1 puisqu'ils sont
orthogonaux). q1; q2; q3 forment alors une base des quaternions purs. On obtient ais�ement l'expression de r
dans cette base :

r(xq1 + yq2 + zq3) = xq1 + (y cos�+ z sin�)q2 + (z cos�� y sin�)q3

Ce qui montre que r repr�esente la rotation d'angle � autour de q1.
On peut aussi obtenir plus g�en�eralement une rotation �a partir d'un quaternion qr non unitaire par la formule :

r(q) =
1

N (qr)
qrqqr

Si q = x1 + ix2 + jx3 + kx4 est un quaternion unitaire, on v�eri�e ais�ement que la matrice de la rotation
associ�ee peut s'�ecrire :

0
@ x20 + x21 � x22 � x23 2(x1x2 � x3x0) 2(x0x2 � x1x3)

2(x0x3 + x1x2) x20 + x22 � x21 � x23 2(x2x3 � x0x1)
2(x1x3 � x0x2) 2(x0x1 � x2x3) x20 + x23 � x21 � x22

1
A

Inversement, �a partir d'une matrice de rotation R il est toujours possible d'obtenir le vecteur unitaire u
et l'angle � du quaternion associ�e par les formules classiques :

tr(R) = 1 + 2 cos(�)

1

2
(R�Rt) = sin(�)~u

o�u l'on note � l'op�erateur qui �a un vecteur u associe la matrice (antisym�etrique) ~u telle que pour tout vecteur
v, on ait ~uv = u ^ v. Si les composantes de u sont not�ees u1; u2; u3, la matrice ~u a donc la forme

0
@ 0 �u3 u2

u3 0 u1
�u2 u1 0

1
A

ce qui fournit l'un des quaternions unitaires repr�esentant la rotation (les quaternions q et �q �etant associ�es
�a la même rotation). Les parties scalaire s et vectorielle v sont alors :

s =
1

2

p
1 + tr(R)

~v =
1

2
p
1 + tr(R)

(R �Rt)

Dans le cas d'une trace �egale �a �1, on a une rotation d'angle �. L'axe se calcule facilement (comme on
peut s'en convaincre en regardant R� Id) : il s'agit d'un des vecteurs R1+ i, R2+ j, R3+k (deux seulement
peuvent être nuls) o�u i; j; k sont les vecteurs de bases et les Ri sont les colonnes de la matrices R (images
des vecteurs de bases : R1 = Ri;R2 = Rj;R3 = Rk).
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1.3.2 Int�erêt de la repr�esentation des rotations par quaternions

Le probl�eme de la repr�esentation des rotations de l'espace est pr�esent dans toutes les applications de m�e-
canique et de robotique. Le mouvement d'un corps rigide est en e�et naturellement repr�esent�e par une
translation donnant le mouvement de son centre de gravit�e et une rotation donnant son orientation (angles
d'Euler ou de Bryant par exemple), le tout d�ependant bien �evidemment du temps.

Dans le cas de syst�emes m�ecaniques constitu�es d'un assemblage de corps rigides, la position relative de
chacun des corps est donn�ee par une rotation et le mouvement global du syst�eme n�ecessite la composition
de ces rotations. La gestion de ces rotations est donc un point crucial d'autant plus que le nombre de corps
est grand.

La repr�esentation matricielle des rotations n'est plus du tout int�eressante d�es lors qu'il s'agit de composer
plus de deux ou trois rotations. En e�et, une matrice de rotation comporte neuf param�etres (li�es) alors qu'un
quaternion n'en pr�esente que quatre. La composition de trois rotations matricielles requiert 54 multiplications
et 36 additions alors que la multiplication de trois quaternions demande 32 multiplications et 24 additions.

Des exp�eriences pratiques ont montr�e que dans le cas o�u l'on exprime les �equations di��erentielles d'un
mouvement angulaire �a l'aide de quaternions, l'int�egration num�erique est plus e�cace est plus pr�ecise. Les
erreurs commises sont en e�et du même ordre quelque soit la position de l'engin. Ce n'est pas le cas avec une
repr�esentation en angles d'Euler qui a une singularit�e en �=2 et dont les erreurs augmentent avec la valeur
de l'angle. De plus on �economise le calcul des fonctions trigonom�etriques qui n'interviennent pas dans une
formulation directe par quaternions.

L'utilisation des quaternions dans un contexte formel pr�esente aussi l'int�erêt de pouvoir facilement ex-
primer des relations entre les axes de di��erentes rotations et de permettre ainsi des simpli�cations qui auraient
�et�e tr�es complexes �a r�ealiser dans une repr�esentation purement matricielle. Cela demande bien entendu des
outils adapt�es qu'on ne trouve pas directement dans les syst�emes de calcul formel, et c'est justement le but
de Quaterman que de les fournir.

1.3.3 Vecteurs et quaternions

Si X et Y sont deux quaternions purs, x et y deux r�eels, la formule de multiplication des quaternions peut
s'�ecrire en utilisant les op�erations classiques sur les vecteurs de IR3 :

(x +X)(y + Y ) = xy �X:Y + xY + yX +X ^ Y

o�u X ^ Y repr�esente le produit vectoriel usuel et X:Y le produit scalaire usuel de IR3. Ce qui am�ene �a
l'expression de ces op�erations vectorielles pour deux quaternions purs X et Y :

X:Y = �
1

2
(XY + Y X)

X ^ Y =
1

2
(XY � Y X)
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Chapitre 2

Quaternions et syst�emes de calcul

formel, conception de Quaterman

Nous d�esirons e�ectuer des calculs dans IH �a l'aide d'un syst�eme de calcul formel, en l'occurence Maple.
L'ensemble des fonctionnalit�es n�ecessaires pour satisfaire un utilisateur exigeant peut se scinder assez na-
turellement en quatre groupes :

� les transformations alg�ebriques de bases. Elles utilisent les propri�et�es des op�erations de IH (somme,
produit, multiplication par un scalaire, norme, conjugaison) pour transformer une expression contenant
des quaternions.

� les calculs num�eriques dans IH. Si on voit IH comme une alg�ebre r�eelle de dimension 4 on doit être
capable de calculer au niveau des composantes d'un quaternion.

� les calculs vectoriels. Dans le cas o�u l'on voit IH comme IR� IR3, on doit pouvoir introduire les vecteurs
de IR3 et leurs op�erations usuelles (somme, produit scalaire, produit vectoriel) et exprimer les relations
possibles entre deux vecteurs (colin�earit�e, orthogonalit�e).

� les liens quaternions { rotations { matrices. Il s'agit essentiellement d'avoir le moyen de passer d'une
repr�esentation des rotations �a une autre.

Nous ne nous int�eresserons pas au dernier groupe dans la suite de ce chapitre, puisqu'il s'agit essentielle-
ment d'�ecrire les fonctions qui permettent de passer d'une repr�esentation des rotations �a une autre et qui
sont des applications triviales des formules du chapitre pr�ec�edent.

Les trois premiers groupes sont en revanche beaucoup plus int�eressants, d'une part parce qu'ils n�ecessi-
tent le choix et l'impl�ementation de simpli�cations par d�efaut (des transformations appliqu�ees sur toutes les
expressions contenant des quaternions) et d'autre part par les liens entre les di��erentes fa�cons d'exprimer
un quaternion : avec ses quatre coordonn�ees, sous forme d'un scalaire et d'une expression vectorielle, comme
une expression purement formelle. Il est en e�et relativement naturel de commencer par �ecrire une expres-
sion \compl�etement formelle" contenant des quaternions repr�esent�es par des symboles et sur lesquels on ne
dispose d'aucune information, par exemple q1q2 � q2q1. L'utilisateur peut alors introduire une information
suppl�ementaire, par exemple en exprimant certains quaternions sous forme de partie r�eelle et vectorielle. Si
q1 est un quaternion pur, l'expression pr�ec�edente devient (en notant xi et vi les parties r�eelles et vectorielles)
2v1 ^ v2. Finalement, il peut donner des valeurs �a toutes les composantes de ses quaternions et obtenir un
calcul explicite des quatres composantes de son expression de d�epart. Quaterman doit donc être capable
d'e�ectuer toutes les simpli�cations requises et de g�erer ces di��erentes repr�esentations.

2.1 Repr�esentation des quaternions dans Quaterman

Comme nous venons de le voir, on est amen�e �a manipuler un quaternion sous deux formes di��erentes, suivant
l'information que l'on poss�ede :

7



� quatre composantes

� un scalaire et un vecteur

Si ces deux formes peuvent paraitre a priori math�ematiquement equivalentes, elles sont cependant tr�es
di��erentes du point de vue algorithmique qui nous occupe. En e�et, si on reprend l'exemple pr�ec�edent du
passage de q1q2� q2q1 �a 2v1 ^ v2, on aurait �evidemment pu exprimer directement toutes les composantes de
q1 comme x2i + x3j + x4k et faire le calcul en exprimant q2 comme y1 + y2i + y3j + y4k. On aurait alors
obtenu l'expression (�2x4y3 + 2x3y4)i+ (2x4y2 � 2x2y4)j + (�2x3y2 + 2x2y3)k qui repr�esente bien 2v1 ^ v2,
mais cette fa�con de faire un peu \brusque" a plusieurs inconv�enients qui apparaissent assez clairement dans
notre exemple:

� taille du r�esultat et complexit�e des calculs : l'utilisation de la formule donnant le produit en fonction
des op�erations vectorielles est moins couteuse et donne un r�esultat plus petit,

� perte du sens g�eom�etrique : les expressions des trois composantes ont perdu un sens g�eom�etrique
�evident,

� les simpli�cations potentielles sont occult�ees : il est �evident sur l'expression 2v1^v2 que celle-ci s'annule
si v1 et v2 sont colin�eaires. C'est moins clair sur l'expression des composantes.

Tous ces arguments militent donc fortement en faveur de l'utilisation conjointe des deux repr�esentations :
quatre composantes scalaires ou une composante scalaire et une composante vectorielle.

La repr�esentation que nous avons choisi dans Maple pour les quaternions est simple et permet de traiter
ces deux cas de mani�ere homog�ene. Un quaternion est repr�esent�e par un op�erateur Quater �a deux arguments,
le premier est la partie scalaire, le second la partie vectorielle. Cette derni�ere peut être une liste de trois
expressions qui sont alors les trois composantes non r�e�elles du quaternion. L'utilisation d'un op�erateur
particulier permet un test rapide. Evidemment, l'utilisateur ne manipule pas directement cette repr�esentation
(l'op�erateur Quater) mais dispose d'une fonction g�en�erale de cr�eation d'un quaternion (qmake).

2.2 Les transformations par d�efaut

Nous allons nous int�eresser dans cette section aux transformations automatiques appartenant au premier
groupe. Il s'agit donc de transformations qui sont faites par d�efaut sur toutes expressions contenant des
quaternions et leurs op�erations usuelles. De telles transformations sont appel�ees des simpli�cations par d�efaut.
Voici une listes de celles qui sont appliqu�ees par Quaterman (on a a; b 2 IR; q; q1; q2 2 IH):

q + 0 �! 0

aq + bq �! (a + b)q

0q �! 0

(aq1)(bq2) �! (ab)(q1q2)

(q�1)�1 �! q

(aq)�1 �! (1=a)q�1

q �! q

aq �! aq

Toutes ces r�egles devant être �evidemment appliqu�ees modulo l'associativit�e de la somme et du produit et la
commutativit�e de la somme.

Comme on le voit, chacune de ces transformations est li�ee �a un op�erateur (l'op�erateur de tête de la r�egle
correspondante).

Pour l'impl�ementation de ces r�egles dans Maple deux choix s'o�rent �a nous :

� utiliser au mieux les op�erateurs usuels d�ej�a pr�esents dans Maple
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� introduire de nouveaux op�erateurs auxquels on liera des proc�edures e�ectuant les simpli�cations req-
uises.

La premi�ere solution n'est malheureusement pas envisageable, le comportement des op�erateurs pr�ede�nis de
Maple �etant trop sp�ecialis�es aux cas des corps commutatifs. Le premier probl�eme auquel on se heurte est
simple : on ne peut pas utiliser l'op�erateur usuel * pour le produit de deux quaternions. Les m�ecanismes de
simpli�cation pr�esents dans les syst�emes de calcul formel classiques ne permettent pas de calculer simplement
dans un corps non commutatif tel que IH. L'op�erateur de multiplication est �evidemment suppos�e commutatif
et l'expression q1 * q2 - q2 * q1 sera toujours consid�er�ee comme nulle. Les syst�emes classiques calculent
naturellement dans Q ou IR i.e. les symboles repr�esentent des rationnels ou des r�eels et les r�egles de simpli-
�cation sont toutes valides dans ces corps. On peut noter que le traitement de C pose d�ej�a des probl�emes
essentiellement �a cause des fonctions multiformes comme la racine carr�ee: : :

Il n'existe pas, �a notre connaissance, de syst�eme qui permette de calculer directement dans IH bien que
certains syst�emes sp�ecialis�es dans des calculs de physique th�eorique permettent de calculer dans des alg�ebres
non commutatives (alg�ebre de Cli�ord). Cependant, certains syst�emes disposent d'un op�erateur de produit
non commutatif.

2.2.1 Les op�erateurs de Maple

Une autre solution naturelle dans le contexte deMaple est l'utilisation de son m�ecanisme de neutral operators.
Celui-ci permet la cr�eation d'op�erateurs, distingu�es lexicalement des autres noms par leur premier caract�ere
qui est & qui peuvent s'utiliser de mani�ere in�xe (comme le signe +) et auxquelles on peut attacher des
propri�etes particuli�eres (par la fonction de�ne). Il est possible de pr�eciser que le nouvel op�erateur poss�ede les
propri�et�es de l'op�eration d'un groupe, d'une application lin�eaire ainsi que d'associativit�e, de commutativit�e,
d'�el�ement neutre, : : :Un m�ecanisme de d�eclaration de r�egles (la proc�edure forall) permet de d�e�nir des r�egles
particuli�eres de simpli�cation.

Le m�ecanisme de d�e�nition d'op�erateurs de Maple permet donc de cr�eer rapidement et avec un minimum
d'e�orts de nouveaux op�erateurs. Il n'est malheureusement pas su�sant pour impl�ementer les r�egles que nous
d�esirons pour nos calculs sur les quaternions. Malgr�e plusieurs essais nous n'avons pu obtenir un r�esultat
satisfaisant. Cette exp�erience a de plus montr�ee que le forall de Maple �etait peu �able et engendrait des
op�erateurs assez lents.

On peut �egalement regretter que les r�egles de pr�ec�edences soient fortement non intuitives dans le cas o�u
l'on �ecrit les neutral operators de mani�ere in�xes puisque que tous ces operateurs ont la même pr�ec�edence et
que l'utilisateur n'a pas la possibilit�e de changer cela. Cela r�eduit consid�erablement l'int�erêt de cette �ecriture.

2.2.2 Nos op�erateurs

L'e�ort requis pour impl�ementer de mani�ere satisfaisante nos r�egles avec les m�ecanismes particuliers de
Maple ayant �et�e jug�e trop important, nous avons donc choisi la solution d'�ecrire nos propres op�erateurs
en leur associant les proc�edures r�ealisant les simpli�cations par d�efaut que nous avons pr�esent�ees. Dans
un soucis d'homog�en�eit�e les noms choisis commencent tous par la lettre q. Il s'agit de qadd, qmult, qinv,
qnorm et qsmult (pour le produit par un scalaire). Dans un premier temps nous avons d�ecid�e de ne pas
impl�ementer les op�erateurs \deriv�es" de soustraction et de division, pas plus qu'un op�erateur de puissance.
Cette simpli�cation qui pourrait sembler un peu cavali�ere s'explique par le fait que les applications envisag�ees
n'en font pas un usage naturel.

2.3 Calcul et simpli�cation

L'existence de deux niveaux de repr�esentations pour les quaternions pose des probl�emes int�eressants sur les
liens entre calcul et simpli�cation.

Si une somme contient plusieurs quaternions dont les quatres composantes sont exprim�es, on e�ectue
l'op�eration. De même dans un produit pour ceux qui sont adjacents. Ces r�egles de calcul �el�ementaires sont
appliqu�ees lors de la simpli�cation et correspondent assez bien �a un comportement \intuitif" du syst�eme
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(par analogie avec son comportement sur les autres types de donn�ees). Elles sont en pratique cod�ees dans
les proc�edures li�ees aux op�erateurs qadd et qmult.

Dans le cas de quaternions dont on connait explicitement seulement les parties r�eelles et vectorielles, un
autre m�ecanisme doit être mis en place. Il est en e�et probable que l'utilisateur peut d�esirer e�ectuer des
sommes et des produits sans que ces op�erations ne soient e�ectu�ees e�ectivement sur les deux composantes.
En e�et, dans ce cas, on passerait brutalement d'une expression faisant intervenir les op�erateurs qadd, qmult
etc �a une expression qui ne serait plus qu'un seul quaternion. Il est donc naturel de pouvoir s'arr�eter �a
un niveau qui re�ete mieux la structure de l'expression de d�epart. Le passage de ce niveau �a celui o�u l'on
exprime les op�erations entre quaternions en op�erations vectorielles se fait donc par l'interm�ediaire d'une
fonction particuli�ere de Quaterman, qeval.

2.4 Les op�erations sur les vecteurs de IR
3

Voici les r�egles qui sont employ�ees (dans lesquelles a et b sont des expressions scalaires, v, v1 et v2 des
vecteurs de IR3) :

v + 0 �! v

0v �! 0

av1 + bv1 �! (a+ b)v1

a(bv) �! (ab)v

0 ^ v �! 0

av1 ^ bv2 �! (ab)(v1 ^ v2)

v1 ^ v1 �! 0

0:v �! 0

(av1):(bv2) �! (ab)(v1:v2)

(v1 ^ v2):v1 �! 0

Toutes ces r�egles doivent être appliqu�es (comme d'habitude) modulo la commutativit�e et l'associativit�e de
la somme et du produit scalaire, l'anticommutativit�e du produit vectoriel.

Comme dans le cas des op�erations sur les quaternions, ces op�erateurs ont �et�e impl�ement�e \�a la main"
(sans utiliser le m�ecanisme des neutral operators), et ce, pour les même raisons.

2.4.1 Relations entre vecteurs

Dans le cadre des applications envisag�ees pour Quaterman il est fondamental d'avoir les moyens d'exprimer
les relations possibles entre deux vecteurs. Il s'agit essentiellement de la colin�earit�e et de l'orthogonalit�e. Ces
relations peuvent permettrent de grandes simpli�cations dans les expressions repr�esentant des produits de
quaternions.

Ceci peut se faire de mani�ere tout �a fait �el�ementaire en utilisant l'a�ectation de Maple. Par exemple,
pour exprimer que v1 et v2 sont colin�eaires, on peut �ecrire dans Maple : v2 := vsmult(k, v1) (traduction
de v2 = kv1). Ensuite nos r�egles de simpli�cations font tout le travail, de sorte que l'expression vprod(v1,

v2) est bien �evalu�ee en [0, 0, 0] (le vecteur nul).
Mais le m�ecanisme d'a�ectation de Maple permet d'avoir des expressions plus complexes qu'un simple

identi�cateur en partie gauche du signe d'a�ectation. Grâce �a cette possibilit�e, on peut exprimer de mani�ere
agr�eable l'orthogonalit�e de deux vecteurs. L'expression vscal(v1, v2) := 0 su�t �a \d�eclarer" que v1 et
v2 sont orthogonaux. De même on peut exprimer qu'un vecteur v3 est orthogonal �a v1 et v2 par vprod(v1,
v2) := v3, on que v1 est de unitaire par vnorm(v1) = 1.

Cette fa�con de faire (l'utilisation de l'a�ectation), si elle a le m�erite d'être particuli�erement simple, sou�re
n�eanmoins d'un petit inconv�enient : une fois les a�ectations r�ealis�ees, il peut être di�cile de revenir en arri�ere
(on peut �egalement noter qu'�a cause du m�ecanisme de simpli�cation de Maple, l'utilisateur peut avoir �a
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r�eevaluer son expression pour que toutes les transformations soient e�ectu�ees, ce qui peut être troublant).
De plus, on peut être naturellement amen�e �a manipuler plusieurs jeux d'hypoth�eses correspondant �a des
relations di��erentes entre de même vecteurs. Pour ces raisons, Quaterman o�re �a l'utilisateur une fonction
particuli�ere pour exprimer un ensemble de relations entre vecteurs et les appliquer �a une expression contenant
des quaternions. Cette fonction `qtrans/side_relations` est int�egr�ee �a la fonction plus g�en�erale qtrans

qui est d�ecrite dans la section suivante.

2.5 Les autres transformations

Quaterman impl�emente �evidemment d'autres transformations que les r�egles par d�efaut que nous venons
de voir. Ces transformations peuvent être brutalement classi��ees en deux groupes : le premier pour les
transformations \d'expansion" et le second pour les autres transformations.

Les transformations \d'expansions" sont l'expression de propri�et�es de distributivit�e (distributivit�e du
produit des quaternions par rapport �a la somme, du produit scalaire: : : ). Elles sont impl�ement�ees directement
�a travers la fonction Maple expand et son m�ecanisme d'appels sp�ecialis�es. En e�et, une expression comme
expand(qadd(...,...)) provoquera un appel �a la fonction expand/qadd. Chaque op�erateur (ainsi que
l'op�erateur Quater) a sa propre fonction d'expansion (aussi bien pour les op�erations des quaternions que
pour celles des vecteurs), ceci a�n de pouvoir propager l'expansion �a tous les niveaux d'une expression (c'est
n�ecessaire pour pouvoir atteindre les op�erations vectorielles �a l'int�erieur d'un quaternion).

Les autres transformations sont impl�ement�es par une interface commune, la fonction qtrans. Elles ont
la forme g�en�erale qtrans(<expression>, <regle>, arg1; : : : ; argsn) o�u <regle> d�esigne une transformation
particuli�ere. Cette appel est transform�e en un appel �a la fonction qtrans/regle. Ceci permet en particulier
�a l'utilisateur de rajouter ses propres r�egles et d'y acc�eder par cette interface commune. Les transformations
disponibles, en plus de side_relations qui est la transformation permettant de prendre en compte des
relations entre vecteurs, sont double_cross_prod qui applique la r�egle du double produit vectoriel (v1 ^
v2) ^ v3 �! � < v3; v2 > v1+ < v3; v1 > v2 et elim_scal qui reconnait les quaternions dont la partie
vectorielle est nulle et les transforme en scalaires.
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Chapitre 3

Petit guide de l'utilisateur

3.1 Op�erations sur les quaternions

Ce chapitre est consacr�e �a la description des di��erentes fonctions disponibles dans la biblioth�eque Quaterman.
Le lecteur y trouvera de nombreux exemples qui illustrent les possibilit�es d�ecrites au chapitre pr�ec�edent. Cette
description est disponible \en ligne" dans Quaterman sous forme de page de manuelMaple (consultables par
la fonction help ou le caract�ere sp�ecial ?).

qmake { cr�eation d'un quaternion

qmake(x, y, z, t) ou qmake(x, e)

Cette proc�edure cr�ee un objet quaternion (un objet ayant le type Maple function et poss�edant le symbole
Quater comme op�erateur). Il existe une fonction `type/quaternion` permettant de tester ce type grâce �a
la fonction Maple type. Dans sa forme �a quatre arguments, les quatre expressions x, y, z et t repr�esentent
les quatre composantes du quaternion (dans l'ordre canonique suivant la base (1; i; j; k)). Dans sa forme �a
deux arguments, x est la partie scalaire et e la partie vectorielle qui peut être sous la forme de la liste des
trois composantes du vecteur ou sous la forme d'une expression (faisant intervenir les op�erateurs d'alg�ebre
vectorielle comme vadd, vprod etc).

> qmake(1,[x,y,z]);

Quater(1, [x, y, z])

> qmake(a,x,y,z);

Quater(a, [x, y, z])

> qmake(a, vadd(v1,v2));

Quater(a, vadd(v1, v2))
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qadd { addition n-aire des quaternions

qadd(<quaternion>, : : :, <quaternion>)

{ <quaternion>, : : :, <quaternion> : quater_expr,...,quater_expr

> qadd(q1, Quater(0,[0,0,0]));

q1

> qadd(q1, qsmult(2, q1));

qsmult(3, q1)

> qadd(q1, qsmult(2, q1),q2);

qadd(q2, qsmult(3, q1))

> qadd(q1,qadd(q2,q3));

qadd(q1, q2, q3)

> qadd(Quater(1, [2,3,4]), Quater(2,[0,1,1]));

Quater(3, [2, 4, 5])

> qadd(Quater(a, [2,3,4]), Quater(b,[0,1,1]));

qadd(Quater(a, [2, 3, 4]), Quater(b, [0, 1, 1]))

qsmult { multiplication d'un quaternion par un scalaire

qsmult(<scalaire>,<quaternion>)

{ <scalaire> : algebraic

{ <quaternion> : quater_expr

> qsmult(0, q1);

Quater(0, [0, 0, 0])

> qsmult(1, q1);

q1

> qsmult(2, qsmult(3, q1));

qsmult(6, q1)

> qsmult(3, Quater(1,[2,3,4]));

Quater(3, [6, 9, 12])

> qsmult(3, Quater(1,[x1,x2,x3]));

qsmult(3, Quater(1, [x1, x2, x3]))
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qmult { multiplication n-aire de quaternions

qmult(<quaternion>, : : :, <quaternion>)

{ <quaternion>, : : :, <quaternion> : quater_expr, ... , quater_expr

> qmult(q1, Quater(0,[0,0,0]));

Quater(0, [0, 0, 0])

> qmult(q1, Quater(1,[0,0,0]));

q1

> qmult(q1,qmult(q2,q3));

qmult(q1, q2, q3)

> qmult(qsmult(x1,q1), qsmult(x2,q2));

qsmult(x1 x2, qmult(q1, q2))

> qmult(Quater(1, [2,3,4]), Quater(2,[0,1,1]));

Quater(-5, [3, 5, 11])

> qmult(Quater(a, [2,3,4]), Quater(b,[0,1,1]));

qmult(Quater(a, [2, 3, 4]), Quater(b, [0, 1, 1]))

> qmult(Quater(1, [2,3,4]), Quater(2,[x1,x2,x3]));

qmult(Quater(1, [2, 3, 4]), Quater(2, [x1, x2, x3]))

qinv { inverse d'un quaternion

qinv(<quaternion>)

{ <quaternion> : quater_expr

> qinv(qinv(q));

q

> qinv(qsmult(x,q));

qsmult(1/x, qinv(q))

> qinv(Quater(x,[1,2,3]));

qinv(Quater(x, [1, 2, 3]))

> qinv(Quater(1,[1,2,3]));

Quater(1/15, [-1/15, -2/15, -1/5])
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qconj { conjugu�e d'un quaternion

qconj(<quaternion>)

{ <quaternion> : quater_expr

> qconj(qconj(q));

q

> qconj(qsmult(x, q));

qsmult(x, qconj(q))

> qconj(Quater(x,[1,2,3]));

qconj(Quater(x, [1, 2, 3]))

> qconj(Quater(1,[1,2,3]));

Quater(1, [-1, -2, -3])

qnorm { carr�e de la norme d'un quaternion

qnorm(<quaternion>)

{ <quaternion> : quater_expr

> qnorm(qsmult(x, q));

2
x qnorm(q)

> qnorm(Quater(1,[1,2,3]));

15

> qnorm(Quater(x,[1,2,3]));

qnorm(Quater(x, [1, 2, 3]))
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3.2 Op�erations sur les vecteurs

vadd { addition n-aire de vecteurs

� vadd(<vecteur>, : : :, <vecteur>) avec

{ <vecteur>, : : :, <vecteur> : vect_expr,...,vect_expr

> vadd(v1, [0,0,0]);

v1

> vadd(v1, vsmult(2, v1));

vsmult(3, v1)

> vadd(v1, vsmult(2, v1),v2);

vadd(v2, vsmult(3, v1))

> vadd(v1,vadd(v2,v3));

vadd(v1, v2, v3)

> vadd([1,2,3],[0,1,1]);

[1, 3, 4]

> vadd([x1,x2,x3],[y1,y2,y3]);

[x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3]

vsmult { multiplication d'un vecteur par un scalaire

� vsmult(<scalaire>,<vecteur>) avec

{ <scalaire> : algebraic

{ <vecteur> : vect_expr

> vsmult(0, v1);

[0, 0, 0]

> vsmult(1, v1);

v1

> vsmult(2, vsmult(3, v1));

vsmult(6, v1)

> vsmult(3, [1,2,3]);

[3, 6, 9]

> vsmult(3, [x1,x2,x3]);

[3 x1, 3 x2, 3 x3]
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vprod { produit vectoriel de deux vecteurs

� vprod(<vecteur>,<vecteur>) avec

{ <vecteur>,<vecteur> : vect_expr,vect_expr

> vprod(v1, [0,0,0]);

[0, 0, 0]

> vprod(vsmult(x1,v1), vsmult(x2,v2));

vsmult(x1 x2, vprod(v1, v2))

> vprod([1,2,3], [0,1,1]);

[-1, -1, 1]

> vprod([a,b,c], [x,y,z]);

[- c y + b z, c x - a z, - b x + a y]

vscal { produit scalaire de deux vecteurs

� vscal(<vecteur>,<vecteur>) avec

{ <vecteur>,<vecteur> : vect_expr,vect_expr

> vscal(v1, [0,0,0]);

0

> vscal(vsmult(x1,v1), vsmult(x2,v2));

x1 x2 vscal(v1, v2)

> vscal([1,2,3], [0,1,1]);

5

> vscal([a,b,c], [x,y,z]);

a x + b y + c z

> vscal(vprod(v1,v2),v1);

0

vnorm { norme d'un vecteur

� vscal(<vecteur>) avec

{ <vecteur> : vect_expr

> vnorm(vadd(v1,v2));
vnorm(vadd(v1, v2))

> vnorm([1,2,3]);
1/2

14
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3.3 Evaluation des expressions

qeval { evalue au deuxi�eme niveau

� qeval(<expression>) avec

{ <expression> : quater_expr

Cette fonction �evalue les expressions en d�eveloppant les calculs �a partir des composantes des quaternions
{ lorsqu'elle y a acc�es.

> qmult(q1,q2);

qmult(Quater(s1, v1), Quater(s2, v2))

> qeval(");

Quater(

s1 s2 - vscal(v1, v2),

vadd(vsmult(s2, v1), vsmult(s1, v2), vprod(v1, v2)))

> qeval(qmult(q1,q3));

qmult(Quater(s1, v1), q3)

On acc�ede au troisi�eme niveau d'�evaluation (calcul sur les composantes d'un quaternion) naturellement
�a partir du niveau pr�ec�edent et du m�ecanisme d'�evaluation de MAPLE :

> exp:=qeval(qmult(q1,q2)):

> v1:=[x1,y1,z1];

v1 := [x1, y1, z1]

> v2:=[x2,y2,z2];

v2 := [x2, y2, z2]

> qeval(qmult(q1,q3));

qmult(Quater(s1, [x1, y1, z1]), q3)

> qmult(q1,q2);

qmult(Quater(s1, [x1, y1, z1]), Quater(s2, [x2, y2, z2]))

> exp;

Quater(s1 s2 - x1 x2 - y1 y2 - z1 z2,

[s1 x2 + s2 x1 - z1 y2 + y1 z2, s1 y2 + s2 y1 - z1 x2 + x1 z2,

s1 z2 + s2 z1 - y1 x2 + x1 y2])

> v1:='v1';

v1 := v1

> v2:='v2';

v2 := v2

> exp;

Quater(

s1 s2 - vscal(v1, v2),

vadd(vsmult(s2, v1), vsmult(s1, v2), vprod(v1, v2)))

Les trois derni�eres commandes montrent la facilit�e �a repasser du troisi�eme au second niveau d'�evaluation.
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3.4 manipulation des expressions

expand { d�eveloppe les expressions

expand(<expression>) avec

{ <expression> : quater_expr ou vect_expr

Il s'agit en fait de la fonction classique de MAPLE, qui lorsqu'elle prend pour argument une expression de
type quater_expr ou de type vect_expr fait appel, selon le cas, �a l'une des proc�edures internes suivantes :

� expand/Quater

� expand/qadd

� expand/qsmult

� expand/qmult

� expand/qconj

� expand/qnorm

ou alors :

� expand/vadd

� expand/vsmult

� expand/vprod

� expand/vscal

Ces proc�edures \transmettent" la commande expand �a leurs arguments avant ou apr�es les avoir manipul�es.
Ainsi, cette commande applique, de mani�ere r�ecursive, toutes les r�egles suivantes

� aux expressions de type quater_expr :

a(q1 + q2) �! (aq1) + (aq2)

(q1 + q2)q3 �! q1q3 + q2q3

(q1q2)
�1 �! q2

�1q1
�1

� aux expressions de type vect_expr :

a(v1 + v2) �! (av1) + (av2)

(v1 + v2) ^ v3 �! v1 ^ v3 + v2 ^ v3

< (v1 + v2); v3 > �! < v1; v3 > + < v2; v3 >
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qtrans { applique des r�egles de transformation sur les expressions

qtrans(<expression>, <r�egle>, arg1; : : : ; argn)

ou de mani�ere �equivalente :

`qtrans/r�egle`(<expression>, arg1; : : : ; argn)

La proc�edure qtrans est une interface uni��ee g�en�erale �a l'application de fonctions de transformations. Un
appel tel que qtrans(<expr>,<r�egle>, arg1; : : : ; argn) s'�evalue en le r�esultat de l'expression `qtrans/r�egle`(
<expr>, arg1; : : : ; argn) d�es qu'il existe une proc�edure Maple de nom `qtrans/r�egle`. L'utilisateur peut
donc, de mani�ere externe, �etendre cette fonction avec de nouvelles possibilit�es en �ecrivant la fonction corre-
spondante �a la r�egle qu'il d�esire impl�ementer.

Trois proc�edures internes associ�ees �a des r�egles classiques sont pr�ed�e�nies :

� `qtrans/double_cross_prod` qui applique la r�egle du double produit vectoriel �a la composante vec-
torielle d'un quaternion :

(v1 ^ v2) ^ v3 �! � < v3; v2 > v1+ < v3; v1 > v2

� `qtrans/elim_scal` qui reconnâ�t les quaternions dont la partie vectorielle est nulle et les force �a être
consid�er�es comme des scalaires,

� `qtrans/side_relations` qui applique un ensemble d'a�ectations d�e�nies par l'utilisateur pour ex-
primer notamment les propri�et�es de colin�earit�e ou d'orthogonalit�e de certains vecteurs.

Les deux premi�eres proc�edures ne prennent pas d'arguments optionnels, alors que la troisi�eme prend bien
sûr comme argument l'ensemble des �equations traduisant les a�ectations d�esir�ees :

� <arguments> : {<equation>,: : :,<equation>} avec

{ <equation> : quater_expr = quater_expr

Il existe des abr�eviations pour ces trois transformations (reconnues dans la fonction qtrans), ce sont
respectivement dcp, es et rel. Nous les utiliserons dans les exemples suivants.

> qdcp := qmake(x, vprod(vprod(u, v), w));

qdcp := Quater(x, vprod(w, vprod(v, u)))

> qtrans(qdcp, dcp);

Quater(x, vadd(vsmult(vscal(w, u), v), vsmult(- vscal(v, w), u)))

> expr:=qmult(q1, qmake(x, 0,0,0));

expr := qmult(Quater(x1, v1), Quater(x, [0, 0, 0]))

> qtrans(expr,es);

qsmult(x, Quater(x1, v1))

> qtrans(Quater(x, vadd(v3, v4)), rel, {vadd(v3,v4)=v5});

Quater(x, v5)

> qtrans(Quater(x, vsmult(a, V)), rel, {vsmult(a, V)=W});

Quater(x, vsmult(a, vsmult(1/a, W)))

> qtrans(vnorm(V1) + vscal(V1, V1), rel, {vscal(V1,V1) = 3});

1/2
3 + 3

> qtrans(vsmult(vscal(V1, V3),vscal(V1, V3), vprod(V1, V2)), rel,
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{vprod(V1, V2)=V3});

[0, 0, 0]

>qtrans( vscal(V2, V3), rel, {vprod(V1,V2)=V3});

0
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3.5 Interface entre quaternions et rotations

rot2quat et quat2rot { interface entre quaternions et caract�eristiques g�eom�etrique
des rotations

rot2quat(� , v)

quat2rot(q) ou quat2rot(q, 'force')

La proc�edure rot2quat rend le quaternion associ�e �a la rotation d'angle � (exprim�e en radian s'il est
num�erique) et d'axe portant le vecteur v. rot2quat rend un r�esultat explicite utilisant les coe�cients du
vecteur si celui-ci est explicite (liste des trois composantes), une expression implicite faisant appel aux
op�erateurs vectoriels vsmult et vnorm si le vecteur n'est qu'un nom de variable.

La proc�edure quat2rot calcule l'axe et l'angle de la rotation associ�ee au quaternion q (sous la forme
d'une liste). Dans le cas o�u le syst�eme ne dispose pas d'assez d'informations pour s'assurer que la norme de
q est bien 1, il renvoie une erreur. Si l'utilisateur le d�esire, il peut donner l'argument optionnel force qui
permet de continuer le calcul dans ce cas.

> rot2quat(theta, v);

sin(1/2 theta)
Quater(cos(1/2 theta), vsmult(--------------, v))

vnorm(v)

> quat2rot(");
Error, (in quat2rot) cannot compute norm

> rot2quat(theta, [Vx, Vy, Vz]);

Quater(cos(1/2 theta),

sin(1/2 theta) Vx sin(1/2 theta) Vy sin(1/2 theta) Vz
[--------------------, --------------------, --------------------])

2 2 2 1/2 2 2 2 1/2 2 2 2 1/2
(Vx + Vy + Vz ) (Vx + Vy + Vz ) (Vx + Vy + Vz )

> quat2rot(");

Vx Vy Vz
[theta, [--------------------, --------------------, --------------------]]

2 2 2 1/2 2 2 2 1/2 2 2 2 1/2
(Vx + Vy + Vz ) (Vx + Vy + Vz ) (Vx + Vy + Vz )

> subs(Vx^2+Vy^2+Vz^2=1, ");

[theta, [Vx, Vy, Vz]]
> qmake(sqrt(1/2),0,sqrt(1/2),0);

1/2 1/2
Quater(1/2 2 , [0, 1/2 2 , 0])

> quat2rot(");

[1/2 Pi, [0, 1, 0]]

> rot2quat(op("));

1/2 1/2
Quater(1/2 2 , [0, 1/2 2 , 0])

> quat2rot(Quater(s, [x, y, z]));
Error, (in quat2rot) cannot compute norm

>quat2rot(Quater(s, [x, y, z]), force);
x y z

[2 arccos(s), [-----------, -----------, -----------]]
2 1/2 2 1/2 2 1/2

(1 - s ) (1 - s ) (1 - s )
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mat2quat et quat2mat { interface entre quaternions et caract�eristiques g�eom�etri-
ques des rotations

quat2mat(q)

mat2mat(M)

La proc�edure quat2mat calcule la matrice de la rotation associ�ee au quaternion unitaire q. Son r�esultat
est une matrice carr�ee Maple �a trois dimensions. Un calcul de la norme du quaternion est e�ectu�e pour
s'assurer qu'elle vaut bien 1. Ce calcul utilise qeval et la proc�edure Maple simplify.

La proc�edure mat2quat calcule le quaternion unitaire associ�e �a la matriceM , qui doit être de type Maple
matrix de dimension 3. Le r�esultat n'a pas de sens a priori si M n'est pas une matrice de rotation (on ne le
teste pas).

> q:=qmake(0,1,0,0);

q := Quater(0, [1, 0, 0])

> quat2mat(q);

[ 1 0 0 ]
[ ]
[ 0 -1 0 ]
[ ]
[ 0 0 -1 ]

> mat2quat(");

Quater(0, [2, 0, 0])

> q := qmake(cos(theta), sin(theta), 0, 0);

q := Quater(cos(theta), [sin(theta), 0, 0])

> quat2mat(q);

[ 1 0 0 ]
[ ]
[ 2 ]
[ 0 2 cos(theta) - 1 - 2 cos(theta) sin(theta) ]
[ ]
[ 2 ]
[ 0 2 cos(theta) sin(theta) 2 cos(theta) - 1 ]

> mat2quat(");

Quater(cos(theta), [sin(theta), 0, 0])
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makerot { construction de la matrice de rotation correspondant �a 3 rotations
successives autour de 3 axes

makerot(laxes, langles)

Cette proc�edure construit la matrice de rotation correspondant �a trois rotations successives autour des
trois axes de la liste laxes. Un axe est un symbole x, y ou z repr�esentant les axes du rep�ere euclidien de
r�ef�erence. La liste langles est une liste de symboles qui vont repr�esenter les angles respectifs de ces rotations.

# Les angles de Bryant
> makerot([x,y,z],[q1,q2,q3]);

[cos(q2) cos(q3), - cos(q2) sin(q3), sin(q2)]

[sin(q1) sin(q2) cos(q3) + cos(q1) sin(q3),

- sin(q1) sin(q2) sin(q3) + cos(q1) cos(q3), - sin(q1) cos(q2)]

[- cos(q1) sin(q2) cos(q3) + sin(q1) sin(q3),

cos(q1) sin(q2) sin(q3) + sin(q1) cos(q3), cos(q1) cos(q2)]

> makerot([z,y,x],[Pi, Pi/2,Pi/4]);

[ 1/2 1/2 ]
[ 0 - 1/2 2 - 1/2 2 ]
[ ]
[ 1/2 1/2 ]
[ 0 - 1/2 2 1/2 2 ]
[ ]
[ -1 0 0 ]

rotate(q, v)

Cette proc�edure calcule l'image du vecteur v (qui doit être une liste ou un vecteur Maple) par la rotation
donn�ee par le quaternion q (aucun test n'est r�ealis�e pour v�eri�er que q est bien de norme 1). Le r�esultat est
un quaternion.

> rotate(rot2quat(Pi/2, [1, 0, 0]), [x, y, z]);

1/2 1/2
qmult(Quater(1/2 2 , [1/2 2 , 0, 0]), Quater(0, [x, y, z]),

1/2 1/2
qinv(Quater(1/2 2 , [1/2 2 , 0, 0])))

> qeval(");

Quater(0,

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
[x, 1/2 2 (1/2 2 y - 1/2 2 z) - 1/2 2 (1/2 2 z + 1/2 2 y),

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 2 (1/2 2 z + 1/2 2 y) + 1/2 2 (1/2 2 y - 1/2 2 z)]

)
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3.6 calcul di��erentiel

qdi� { d�erivation d'un quaternion d�ependant d'un param�etre r�eel

qdiff(expr, v1; : : : vn)

La fonction qdiff r�ealise la d�erivation de l'expression expr repr�esentant un quaternion par rapport aux
variables v1; : : :vn (qui sont des param�etres suppos�es être des r�eels). La d�erivation se fait composante par
composante. Dans le cas d'une partie vectorielle connue, on fait appel �a vdiff.

Les possibilit�es de cette fonction extensibles par l'utilisateur sur le même mod�ele que pour diff :
l'�evaluation de qdiff(f(x,y,z),t) entrâ�ne l'�evaluation de `qdiff/f`([x,y,z], t) si la proc�edure de
nom `qdiff/f` existe. Il faut noter que les arguments de f sont pass�es dans une liste, contrairement �a la
convention de diff, ceci a�n de pouvoir traiter des fonctions �a nombre variable d'arguments.

Contrairement �a la fonction diff de Maple, cette fonction suppose une d�ependance implicite des sym-
boles. Pour d�eclarer qu'un quaternion ne d�epend pas d'un param�etre, il faut donc le faire explicitement par
assignation (par exemple qdiff(q, t) := 0).

> qdiff(qadd(q1, q2), x, y);

qadd(qdiff(q1, x, y), qdiff(q2, x, y))

> qdiff(qmake(sin(t), v), t);

Quater(cos(t), vdiff(v, t))

> v := [a*cos(t), b*sin(t), 1];

v := [a cos(t), b sin(t), 1]

> "";

Quater(cos(t), [- a sin(t), b cos(t), 0])

> qdiff(qadd(v1, v2), t);

qadd(qdiff(v1, t), qdiff(v2, t))

> qdiff(qmult(q1, q2, q3), t);

qadd(qmult(q1, q2, qdiff(q3, t)), qmult(q1, qdiff(q2, t), q3),

qmult(qdiff(q1, t), q2, q3))

> qdiff(qinv(q1), t);

qsmult(-1, qmult(qinv(q1), qdiff(q1, t), qinv(q1)))

> qdiff(qconj(q), t);

qconj(qdiff(q, t))
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vdi� { d�erivation d'un vecteur d�ependant d'un param�etre r�eel

vdiff(expr, v1; : : : vn)

Cette proc�edure di��erencie l'expression expr qui repr�esente un vecteur, par rapport aux param�etres
v1; : : : vn. Cette di��erentiation est une di��erentiation composante par composante.

Cette proc�edure a un m�ecanisme d'extension semblable �a celui de qdiff. Comme elle, il y a d�ependance
implicite des symboles.

> vdiff([exp(x), sin(x), sinh(x)], x);

[exp(x), cos(x), cosh(x)]

> vdiff(vadd(v1, v2), t);

vadd(vdiff(v1, t), vdiff(v2, t))

> vdiff(vscal(v1, v2), t);

vadd(vscal(v1, vdiff(v2, t)), vscal(v2, vdiff(v1, t)))

> vdiff(vprod(v1, v2), t);

vadd(vsmult(-1, vprod(v2, vdiff(v1, t))), vprod(v1, vdiff(v2, t)))

26



Un exemple d'utilisation de

Quaterman

# l'exemple de la composition des 3 rotations donn'e par le CNES

# les vecteurs sont norme's
> vnorm(n1) := 1;

vnorm(n1) := 1

> vnorm(n2) := 1;

vnorm(n2) := 1

> vnorm(n3) := 1;

vnorm(n3) := 1

> Q1 := rot2quat(a1(t), n1);

Q1 := Quater(cos(1/2 a1(t)), vsmult(sin(1/2 a1(t)), n1))

> Q2 := rot2quat(a2(t), n2);

Q2 := Quater(cos(1/2 a2(t)), vsmult(sin(1/2 a2(t)), n2))

> Q3 := rot2quat(a3(t), n3);

Q3 := Quater(cos(1/2 a3(t)), vsmult(sin(1/2 a3(t)), n3))

# le truc au milieu
> O := rot2quat(o(t), n);

sin(1/2 o(t))
O := Quater(cos(1/2 o(t)), vsmult(-------------, n))

vnorm(n)

> vnorm(n) := 1;

vnorm(n) := 1

> qmult(Q3, Q2, O, qconj(Q2), qconj(Q3));

qmult(Quater(cos(1/2 a3(t)), vsmult(sin(1/2 a3(t)), n3)),

Quater(cos(1/2 a2(t)), vsmult(sin(1/2 a2(t)), n2)),

Quater(cos(1/2 o(t)), vsmult(sin(1/2 o(t)), n)),

qconj(Quater(cos(1/2 a2(t)), vsmult(sin(1/2 a2(t)), n2))),

qconj(Quater(cos(1/2 a3(t)), vsmult(sin(1/2 a3(t)), n3))))

# on ne fait plus qu'un seul quaternion
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> P := qeval(");

P := Quater(

(%3 cos(1/2 a2(t)) + sin(1/2 a2(t)) vscal(n2, %4)) cos(1/2 a3(t)) +

sin(1/2 a3(t)) vscal(n3,

vadd(vsmult(- %3 sin(1/2 a2(t)), n2), vsmult(cos(1/2 a2(t)), %4),

vsmult(sin(1/2 a2(t)), vprod(n2, %4))) ),

vadd(

vsmult(- (%3 cos(1/2 a2(t)) + sin(1/2 a2(t)) vscal(n2, %4)) sin(1/2 a3(t)), n3)

,

vsmult(cos(1/2 a3(t)),

vadd(vsmult(- %3 sin(1/2 a2(t)), n2), vsmult(cos(1/2 a2(t)), %4),

vsmult(sin(1/2 a2(t)), vprod(n2, %4))) ),

vsmult(sin(1/2 a3(t)),

vprod(n3, vadd(vsmult(- %3 sin(1/2 a2(t)), n2), vsmult(cos(1/2 a2(t)), %4),

vsmult(sin(1/2 a2(t)), vprod(n2, %4))) )

)

)

)

%1 := vadd(vsmult(cos(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)), n2),

vsmult(cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 a3(t)), n3),

vsmult(- sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)), vprod(n2, n3)))

%2 :=

cos(1/2 a3(t)) cos(1/2 a2(t)) - sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) vscal(n2, n3)

%3 := %2 cos(1/2 o(t)) - sin(1/2 o(t)) vscal(n, %1)

%4 := vadd(vsmult(%2 sin(1/2 o(t)), n), vsmult(cos(1/2 o(t)), %1),

vsmult(- sin(1/2 o(t)), vprod(n, %1)))

# il faut maintenant exprimer le fait que les trois vecteurs
# forment une base orthonorme'e ...
# on donne d'abord les produits vectoriels, desquels on peut de'duire
# des produits scalaires nuls...

> RELv := {vprod(n1, n2) = n3, vprod(n2, n3) = n1, vprod(n3, n1) = n2};

RELv :=

{vprod(n1, n2) = n3, vprod(n2, n3) = n1, vsmult(-1, vprod(n1, n3)) = n2}

# les relations vscal(n1, n2) = 0, vscal(n2, n3) = 0, vscal(n3, n1) = 0
# sont de'duites automatiquement a` partir de RELv.
# les relations {vscal(n1, n1) = 1, vscal(n2, n2) = 1, vscal(n3, n3) = 1};
# sont de'duites du "normage" de n1, n2 et n3;

# on ne veut pas voir...
> expand(P):

# un coup de transformation :
> qtrans(", rel, RELv):

# on applique la re`gle du double produit vectoriel :
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> qtrans(", dcp):

# et finalement le resultat
> qtrans(", rel, RELv);

Quater(

2 2
cos(1/2 o(t)) cos(1/2 a3(t)) cos(1/2 a2(t)) + cos(1/2 a3(t)) cos(1/2 a2(t))

sin(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) vscal(n1, n)

2 2
+ cos(1/2 o(t)) cos(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) + cos(1/2 a3(t))

sin(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 a3(t))

vscal(n2, vprod(n3, n)) - cos(1/2 a3(t)) sin(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t))

2
sin(1/2 a2(t)) vscal(n2, vprod(n1, n))

2 2
+ cos(1/2 a2(t)) cos(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t)) + sin(1/2 a3(t))

2
sin(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) cos(1/2 a3(t))

vscal(n3, vadd(vsmult(vscal(n2, n), n2), vsmult(-1, n)))

2 2
+ sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) cos(1/2 o(t))

2
+ cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) vscal(n2, n)

2 2
- sin(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t)) vscal(n2, n) vscal(n1, n3)

2
- cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t))

vscal(n3, vprod(n1, n)) + 2 sin(1/2 a3(t)) vscal(n3, vprod(n2, n))

cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) cos(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)),

vadd(

vsmult(

2
- 2 sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 o(t)) cos(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) vscal(n2, n)

2
- 2 sin(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 a3(t)) vscal(n3, n)

2 2
+ sin(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) vscal(n1, n),

n1),

vsmult(

2 2
sin(1/2 o(t)) cos(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) vscal(n2, n) + 3 cos(1/2 a3(t))

sin(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 a3(t)) vscal(n3, n)

2
- cos(1/2 a3(t)) sin(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) vscal(n1, n)

2 2
- sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) vscal(n3, vprod(n1, n)) +

2
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cos(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t))

vscal(n3, vprod(n2, n)),

n2),

vsmult(

2 2
sin(1/2 o(t)) cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 a3(t)) vscal(n3, n)

2
- cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) vscal(n1, n)

2
- sin(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 a3(t))

vscal(n2, vprod(n3, n))

2 2
+ sin(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) vscal(n2, vprod(n1, n)) +

cos(1/2 a3(t)) cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t))

vscal(n2, n),

n3),

2 2
vsmult(sin(1/2 o(t)) cos(1/2 a3(t)) cos(1/2 a2(t)) , n),

2 2
vsmult(cos(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)),

vadd(vsmult(vscal(n2, n), n2), vsmult(-1, n))),

vsmult(

2
2 cos(1/2 a3(t)) cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t)), vprod(n3, n)

),

vsmult(

2
2 cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) cos(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)), vprod(n2, n)

),

2 2
vsmult(sin(1/2 a3(t)) cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)),

vadd(vsmult(vscal(n3, n), n3), vsmult(-1, n))),

vsmult(

- cos(1/2 a3(t)) cos(1/2 a2(t)) sin(1/2 o(t)) sin(1/2 a3(t)) sin(1/2 a2(t)),

vprod(n1, n))

)

)
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